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第 �章

序論

��� 研究の背景
建築と幾何学は密接に関係している。例えば，ガウディ建築の最高傑作と名高いグエル教会や，サグラダファミリ

アなどには，カテナリーアーチが多用され，幾何学が建築構造体としての物理学へ昇華された傑作といえる。その他
にも，裁断球殻により構成されるクレスゲ・オーディトリアム �エーロ・サーリネン �	���，��曲面により構成され
るジョン・�・ケネディ国際空港の ���ターミナルビル �エーロ・サーリネン �	���，��曲面により構成されるソ
チミルコのレストラン �フェリックス・キャンデラ �	���や，同じく ��曲面を用いた東京カテドラル聖マリア大聖
堂 �丹下健三 �	���など，幾何学が建築に取り入れられた例は枚挙にいとまがない。
一方で，施工技術や解析技術の進歩に伴い，近年では，古典的な幾何学にとらわれない自由な形態を有する建築構

造物もみられるようになった。北京オリンピックのメインスタジアム �ヘルツォーク�ド・ムーロン �

��や，まだ記
憶に新しい新国立競技場の設計コンペ �等案 �ザハ・ハディド �
���などは，一見すると形態に幾何学を見出すこと
のできない複雑なフォルムを有している。他方，幾何学の世界で �	�
年代以降，船体や車両のフォルムの表現のた
めに生み出されたパラメトリック曲面と呼ばれる形状表現自由度の高い曲面が，���，���技術の発展とともに建
築の世界にも取り入れられるようになり，前述のような複雑な形態もかなりの精度で表現が可能となっており，スプ
ライン曲面により構成されるロレックス・ラーニング・センター ��� ���
�
�などに応用されている。
建築における幾何学とは，すなわちその形態を指すので，意匠的な側面に目を奪われがちであるが，それはあくま

で建築を構成する数ある要素の �つに過ぎない。建築形態と力学形態の結びつきは不可避であり，建築構造物の創生
に際し造形的な形を追求したとしても，力学的な要求を満たすことが必要である。建築にはスケールがあり，そこで
構造と融合することが重要となる��。とりわけ，シェルなどの大空間構造物は，形の持つ強さによって大スパンを可
能にしてきた構造形式であり，シェル構造の形を変えることは，力学的な強さを変えることに直接的に繋がることか
ら，シェル構造に対して力学的な機能を追求することは非常に重要である。一方で建築は，機械製品のように画一大
量生産されるものではないことに加え，施工性，経済性，社会性，審美性といった多様な要求を満足することが求め
られる特異な存在である��。デザインとしては優れていても，その形が複雑であれば，部材の取り合いが複雑化し，
施工が困難となったり，製作が不可能となる。また，三角形の部屋は使いにくいなどといったように，建築の形は，
機能性にも強い相関がある。建築に求められる制約条件の多くは，建築の形態に課せられるものであり，幾何学とは
切り離すことのできない存在である。
近年，力学的性能を最大化するような建築形態を求める手法の研究が盛んに行われている。力学的性能というのは，

前述のとおりシェル構造におけるもっとも重要な構成要素の �つであると同時に，数学的定式化になじみやすい要素
であるといえる。一方で，建築は力学だけでは成立しない。幾何学と密接に関係している数多くの非力学的性能を高
いレベルで満足することが求められ，複雑な形態が求められる現代において，それらを設計者の経験や直感だけで満
足するのは極めて困難である。
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幾何学とは，モノの形をはかる学問分野の総称である。建築に求められる多様な条件を満足するために，幾何学的
制約を定量的な形で与えることができれば，設計のプロセスにおいて合理的な形態を導き出す一助となると考えら
れる。

��� 既往の研究
シェル構造に対して力学的な機能を最大化するような形態を求める研究はこれまでに多く存在する。まず，連続体

シェルを扱った研究について，ここでは特にシェル中央面の形状決定問題を扱ったものを挙げる。この種の研究につ
いては，�	
�年の�!"#$%&'!(�� の研究が世界で最初とされている。そこでは，シェル断面内の応力が同時に材料強
度に達することを意図して，曲面全体で膜応力が一様となる条件を膜力の釣り合い方程式に与え，これを満たすシェ
ル厚の中央面の形状を求める問題として扱われている。外力は自重と液体の内圧が与えられている。この等応力曲面
を求める問題は，�")**+�� などによっても解かれている。特に液体の内圧による解は，表面張力による水滴の形状に
対応し，実際の液体タンクとして設計されている。ところで，組み合わせ応力下では材料の破壊条件はより複雑であ
り，実際には膜応力を一様とすることは適切ではない。�!+�+$&�� はこれを指摘し，トレスカの降伏条件を膜応力の
満たすべき条件として与え，シェル曲面の強度を一様とする問題を扱っている。同様の問題は �,)-"+��，�.&/$	�な
どによっても扱われている。以上の研究は，いずれも膜力の釣り合い式に，応力分布を指定するかあるいは分布に関
して何らかの条件を与えて釣り合い形状を求めるもので，曲げによる影響は考慮されていない。このほか，シェル曲
面を決定する簡単な方法として，柔軟な膜の大変形解析を行い，変形後の釣り合い形状を利用するものも見られる
�。
曲げモーメントの発生しないシェルの形状を解析的に求めたものに�&.$+�� の研究がある。そこでは，分布外力は考
慮されていないものの，シェル上下端に一定の鉛直力を受ける軸対称シェルに対し，膜の基礎方程式に曲率変化が 

という条件を付加して，シェル形状の満たすべき微分方程式を導出し，解を求めている。
これら初期の研究は，最適なシェルの形態が満たすべき条件を仮定して基礎方程式に与え，形状を求めるかあるい

は残された変数の関係を調査したものである。それに対して，機械工学の分野では最適化手法が発展している。最適
化手法は，物理的な機能を最大限に発揮するような形態を得るための強力なツールとして，航空機や自動車の形状決
定に利用されるようになり，汎用ソフトウェアも主として機械設計向けに市販されるまでになったが，建築構造設計
の分野での実用化は大きく遅れていた。これは，前述したように，建築に要求される項目の多さ，ならびに一品生産
であることなどが原因として挙げられる。しかし，解析技術の進歩，最適化手法の発展，整備により �	�
年代には
数理計画法に基づく建築構造物の最適設計法の概念が明確な形で表れてきた。これは，従来の解仮定型の形状決定問
題とは異なり，構造形態を決める各部の寸法，形状を代表する値を変数とし，その構造物のある種の目的関数を定め，
数学的な最適化に関する種々の方法を用いて，与えられた制約条件下で目的関数を最大あるいは最小とする変数を決
める方法である。数理計画法による最適設計問題は，主にトラスや骨組構造の力学的な制約下における最小重量設計
問題を中心に発展した。トラスの最小重量問題において，節点座標を設計変数として形状最適化を行った初期のもの
として �+0+.1+$��� による研究がある。連続体シェルの最適化問題においても，数理計画法を用いた感度解析による
逐次修正が行われ，構造解析には有限要素法のような離散化手法が広く用いられるようになった。シェルの形状を設
計変数とし，応力の最大値を目的関数として最適化を行ったものに，�.&23+,,+ #$0 �#.(+"!$���，4&)$15+$*���，
�#.-&1# #$0 �&#.+1���らの研究などがある。これらはいずれも軸対称シェルを扱っている。また，この頃より，航空
機や自動車の設計に利用されてきた ��6���&23),+. �!0+0 6+&2+,.!( �+1!*$�����	� と呼ばれる，パラメトリッ
クな表現により曲面を生成する手法が，建築の分野でも応用が見られるようになる。7#22�
� は，パラメトリック
曲面の �つであるベジエ曲面を用いてシェルの曲面を記述し，最適化問題として外力により生ずるひずみエネルギー
を目的関数とし，制約に構造材の体積一定の条件を与えており，81"+.��� のシェルに見られるような点支持されたシェ
ルを解析対象とし，剛性の高いシェル形状を求めている。文献��� ではこの問題における最適形状の，シェル縁におけ
るミーゼス応力の分布が示されており，幾何学的な形状と比べて応力集中が回避される結果が示されている。また，
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同文献中には，膜の大変形解析により形状決定された四点支持 7�シェルによる載荷実験，材料及び幾何学的非線形
解析の結果も示されている。なお，�!$,&$ら��� は同様にひずみエネルギーを目的関数とし，帯板要素を用いて筒状
シェルの形状最適化を行っている。この文献では膜応力，曲げモーメント，せん断力のひずみエネルギーに対する寄
与率が示されており，最適解では膜応力が支配的になることが示されている。近年では，パラメトリック曲面により
シェル形状を記述し，ひずみエネルギーの感度係数に基づいて自由曲面シェルの形状を決定する手法が実設計に応用
されている���。近年では，曲面の形状のみならず，厚さもパラメトリックに最適化の変数として扱った研究も見られ
る��
 ���。
一方，ラチスシェルの形状最適化問題においても同様のアプローチとして，ベジエ曲面で記述されたシェルの形状

や剛性分布を最大化した 951#%!ら��� の研究や，形状初期不整による座屈荷重の減少を考慮に入れた指標である 7�

座屈荷重係数を最大化した山本ら��� の研究などが挙げられる。7�座屈荷重係数については，藤田ら�	� によって連
続体シェルを対象とした形状最適化問題にも目的関数として取り入れられている。ラチスシェルは，連続体シェルと
異なり，規格化された部材を用いるのが一般的であり，断面形状を最適化する場合，規格化された部材をリストから
選択し配置する問題設定を行うことが望まれる。広義には形状最適化問題に含める場合も多いが，この種の問題は特
に位相最適化問題と呼ばれ，離散変数問題となるため，断面形状を設計変数とする際は数理計画法に変わる発見的な
手法によって解を求めることが多い。このような発見的手法に基づく形状最適化問題は，�次元トラスやラーメン骨
組などに多く適用例が見られる。発見的手法に基づく最適化手法は，数理計画法に代表される理論的な最適化手法
と比べ，非常に汎用性に優れた手法であり，離散変数問題を扱うことが容易である反面，計算コストが大きく，大規
模問題に対して実用的な時間内に最適形状を得るためには様々なパラメータのチューニングが必要であることから，
シェルなどの大規模構造物を対象とした研究はあまり行われていない。
近年では，建築に対する考え方は機能主義が支配するその他の工業製品とは一線を画し，建築における主要な機能

である力学的な合理性とは別の様々な要求性能を満足することを目指した研究が行われている。特に，発見的手法に
基づくアルゴリズムによる最適化手法は，比較的小規模な問題において近年実設計に多く取り入れられるようになり，
アルゴリズミックデザイン �
� と呼ばれ �つの設計手法としての地位を確立しつつある。
一方，幾何学的制約を考慮したシェルの形状決定問題に対しては，数理計画法を用いたいくつかの手法が提案され

ている。951#%!ら��
 ��� は，曲面計量を目的関数とすることで意匠性の定量的評価を試みている。浜田ら��� は，デ
ザイナーのイメージする曲面を初期形状とすることで，初期形状と最適形状との節点座標の差のノルムを目的関数と
して意匠性を評価している。近年では，建築構造物にかけられる施工費などが抑制傾向にあり，コスト面の制約も課
題となっており，�#$*���は様々なジオメトリに整形可能で，再利用可能な木製型枠の提案を行っている。ラチスシェ
ルを対象とした研究としては，部材長の種類を少なくすることを目的とした小河ら��� の研究が挙げられる。そこで
は，部材長の完全な一様化は達成されていないものの，長さの近い数種類の部材で構成され，かつ線形座屈荷重が最
大化された曲面を得ている。また，:)!;'+$5&'+$ら��� により，あらかじめ与えられた幾何学形状に対して合理的な
グリッド配置を行う手法も提案されている。しかし，これら幾何学的制約を考慮に入れた最適化問題は，その定式化
の難しさから，感度解析を必要とする数理計画法による研究は数が少なく，さらなる発展が望まれる。

��� 研究の目的と方法
本研究の目的は，力学的性能に加えて，幾何学的制約を考慮したシェルの曲面形状創生手法の提案である。意匠性

や建築計画，施工性等，特に非力学的性能に関わる曲面の幾何学的特性は，その定式化の難しさから，形状最適化問
題にこれまで組み込まれてこなかった。そこで本研究では，幾何学的特性を評価可能な数学的指標を提案し，提案し
た指標を実際に曲面の形状最適化問題に組み込むことによってその適用性を検証する。数多くの解析モデルを取り扱
い，手法の汎用性を示すとともに，幾何学的制約を考慮することで形状最適化という数学的に美しい形態創生手法の
適用範囲を広げ，本研究が理論的手法に基づく構造形態創生手法を実設計に利用するための礎となることを目指す。
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本研究では，シェル構造物を対象とする。複雑な曲面形状を十分な精度で離散化して節点座標をすべて未知量とす
ると，数理計画法によって最適解を得ることが難しい場合がある。そのような問題に対し，既往の研究では，少数の
パラメータで複雑な曲面を表現することが可能であるスプライン曲面が広く用いられている。スプライン曲面の中で
も，最も古典的なものがベジエ曲面であり，これにより曲面の形状記述を行い未知量の数を低減したうえで形状最適
化を行うアプローチは7#22�
� らにより有効性が確かめられており，これにより曲面形状の滑らかさを保ったまま
形状表現の自由度を大きく損なわずに，大幅な未知量の低減ができる。
形状表現にベジエ曲面を用いて，まず，連続体シェルの形状最適化を行う。力学的性能として本研究では剛性に着

目している。従来より，剛性を高めるには，ひずみエネルギーが最小となる形態を求めることが最も合理的であり，
既往の研究でも多く実践されている。よって本研究でも，力学的性能の指標としてひずみエネルギーを採用し，これ
を目的関数として最小化することを基本とする。さらに，代数不変量により曲面の凹凸や山谷を制御することで，意
匠性や建築計画に関わる曲面の幾何学的特性を考慮する。また，施工性については，曲面の平面への展開可能性に着
目する。型枠作成が容易となることを目的として，曲面が平面に展開可能な曲面 �可展面�となるような制約を最適化
問題に付加する。また，曲面を直線に展開可能な曲面 �線織面�となるような最適化問題の定式化も行う。
ラチスシェルについても同様に，形状表現にベジエ曲面を用いた形状最適化問題を取り扱う。ラチスシェルの幾何

学的制約ついては，部材長の一様性に着目する。曲面を構成する部材の長さをすべて完全に一様化することで，施工
性に優れたラチスシェルの形態を模索する。また，部材長のばらつきを制御することで，意匠性に関わる網目の均一
性を制御する。部材長を制御する指標としては，部材長の平均部材長からの差の二乗和を採用する。

��� 論文の構成
論文の構成は以下の通りである。
第 �章では，本研究において非力学的性能の評価指標として用いる曲面の代数不変量について概説する。本研究で

は特に，ベジエ曲面から抽出される代数不変量について，パラメトリック空間上においてそれらを定義し，詳細な定
式化を行う。また，型枠の製作上有利な曲面である可展面と線織面についても概説する。
第 �章では，連続体シェルを対象とし，代数不変量を考慮した形状最適化手法について述べる。曲面形状をベジエ

曲面により表現し未知量の数を低減させた上で，曲面から抽出される代数不変量に制約を有する制約条件付き単一目
的最適化問題を定式化し，逐次二次計画法により解くことで，様々な幾何学的特性を有する曲面形状を導く。解析モ
デルはテンソル積ベジエ曲面で形状記述されるものと，三角形パッチベジエ曲面で形状記述されるものを扱い，様々
な解析モデルを通じて得られた曲面の特徴について考察する。
第 �章では，連続体シェルを対象とし，展開可能性を考慮した形状最適化手法について述べる。曲面形状をベジエ

曲面により表現し未知量の数を低減させた上で，曲面上の任意の点で 6#)11曲率が 
となる制約を与えることによ
り，曲面を可展面とするような制約条件付き単一目的最適化問題を定式化し，逐次二次計画法により解くことで，展
開図を作成可能な曲面形状を導く。解析モデルは �章と同様，テンソル積ベジエ曲面で形状記述されるものと，三角
形パッチベジエ曲面で形状記述されるものを扱い，様々な解析モデルを通じて得られた曲面の特徴について考察する。
第 �章では，連続体シェルを対象とし，可展面と同様に型枠作成上有利な曲面である，線織面で定義される曲面の

形状最適化手法について述べる。可展面は，線織面の特別な場合であり，幾何学的制約が極めて厳しいため，得られ
る形状が錐面や柱面に限定される欠点がある。曲面が線織面となるように代数的に制約を付加することは難しいため，
本章では形状を線織面に限定する。�つのベジエ曲線のパラメータの等しい点を結んだ直線の集合で線織面を形成し，
その制御点座標を設計変数とすることで形状最適化を試みる。整形な形状から不整形な形状まで様々な解析モデルを
通じて得られた線織面の特徴について考察する。
第 �章では，ラチスシェルを対象とし，部材長制約を考慮した形状最適化手法について述べる。曲面形状をベジエ

曲面により表現し未知量の数を低減させた上で，曲面を構成する部材の長さを一様化するような制約を有する制約条
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件付き単一目的最適化問題を定式化し，逐次二次計画法により解くことで，部材長のばらつきを定量的に制御する。
また，完全部材長一様化制約を課すことで，すべて同じ長さを持った部材で構成可能な曲面形状を導く。解析モデル
は �章と同様，テンソル積ベジエ曲面で形状記述されるものと，三角形パッチベジエ曲面で形状記述されるものを扱
い，設計変数の取り方の違いによる最適解の違いにも着目しながら様々な解析モデルを通じて得られた曲面の特徴に
ついて考察する。
第 �章では，本研究について総括し，今後の展望について述べる。
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第 �章

微分幾何学と曲面の代数不変量

��� はじめに
本研究では，曲面構造物を対象とした構造形態創生手法に，意匠性や施工性の指標となることを目的として，曲面

の滑らかさに関する代数不変量を導入することを試みる。微分幾何学はその名の示すように，微積分の方法を幾何
学的問題に応用する学問であり，6#)11の曲面の研究に始まる。彼は曲面における曲率の概念を定義した。そして，
7!+2#$$が 6#)11の曲面論を �次元の抽象的な多様体に拡大し，6#)11のアイデアを一般化した。微分幾何学に基
づいて，これまでに丸さ，回転性，平面性などの種々の滑らかさの計量 �評価尺度あるいは指標�が提案されてきて
いる。
本章ではまず，曲面の滑らかさを測るための道具立て，つまり微分幾何学��
 ��� について，テンソル解析の基礎理

論�	� と合わせて概説する。その後，種々の曲面の代数不変量について概説する。6#)11曲率や平均曲率などの基礎的
事項に加えて，本研究で用いている，伊里ら�
�による �つの代数不変量，ならびに本研究で新たに提案する不変量の
それぞれについて定式化と併せて概説するとともに，数値例題を通じてベジエ曲面��の滑らかさを計量し，その特徴
について論じる。最後に，次章以降で必要となる，各種ベクトルおよびテンソルの制御点に関する微分を導出する。

�� ベジエ曲面の概要については，付録 �を参照
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��� 微分幾何学の概要
����� 反変テンソルと共変テンソル

ある座標系 E�� �� �F� における � つのベクトル � G E	�� 	�� 	�F
� と � G E
�� 
�� 
�F

� がある。これらのベクト
ルが E��� ��� ��F� という別の座標系で �� G E	�� � 	�� � 	�� F

�，�� G E
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�� F
� と表わされるとする。このとき，
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なる変換規則を持っているとき，このベクトルは反変ベクトルであるという。一方，E
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なる変換規則を持っているとき，このベクトルは共変ベクトルであるという。
一般に微分幾何学の分野では，反変ベクトルと共変ベクトルを，それぞれ上添え字，下添え字をつけた文字で表すこ

とで区別する。その慣例に従い，例えば，座標成分そのものは反変ベクトルである��ことを明示すれば，E��� ��� ��F�

と表わされる。また，ある関数 � の勾配ベクトル � G

�
��

���
��

���
��

���

��
は共変ベクトルである��ことから，

� G E �� �� �� F
� のように書き表す。つまり，座標と勾配ベクトルはそれぞれ
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のように指標表示で表される。一般化すれば，反変ベクトル 	� と共変ベクトル 
� の変換則が次式のように記述さ
れる。
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となり，式

��
��より，勾配ベクトルは共変ベクトルであることがわかる。
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ベクトルの成分は添字が１つあれば表現できた。今度はこれを発展させて添え字が �つで表される量 	�� を考える。
	�� は一般的には行列として表現される。この行列の各成分が座標変換によって次のような変換規則に従う時，これ
を �階の反変テンソルとよぶ。
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同様にして，
�� の各成分が座標変換によって次のような変換規則に従う時，これを �階の共変テンソルとよぶ。
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ベクトルとは �階のテンソルである。
階のテンソルはスカラーとなる。また，�階，�階の共変テンソルの中で，特
に断りのない限り，�� は勾配ベクトルを表し，��� はヘシアンを表す。

����� 基底ベクトル

基底ベクトルとは，座標変換によりある物理量をあらわすベクトルの大きさを測るものさしが変わったときに成分
を定めるためのベクトルである。一般に，反変ベクトルの基底ベクトルは共変ベクトルとなる。この定義に従い，あ
る座標系において，座標成分 ���� ��� ���は反変ベクトルであるので，その基底ベクトル ���� ��� ���は共変ベクトル
となる。次のように表される任意のベクトル� を考える。
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���� ��� ���が共変ベクトルなら，式 �����は反変ベクトルの変換則を用いて
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となる。� は座標系にかかわらず不変であり，
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となる。式 �����と式 ���	�を比べれば ��
�

G
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�� となっていることから，座標成分は反変ベクトルとなることが

わかる。共変基底の成分ベクトルは，反変ベクトルであるということは，図 ���に示すように，同じベクトルの長さ
を表現するのに基底ベクトルの長さ �基準�が �倍になれば，座標成分 �見え方�は

�

�
に，基底ベクトルの長さ �基準�

が �倍になれば，座標成分 �見え方�は �

�
に，と，基底ベクトルの長さと，その座標における座標成分とは反比例の

関係にならなければ，物理量であるベクトルの長さを不変に保てないことを示している���。一般に，任意のベクトル
�は，共変ベクトルを ���� ��� ���を基底ベクトルにもつベクトルを �
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��，反変ベクトルを ���� ��� ���を基
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物理量としてのベクトル

この座標系では長さ８

この座標系では長さ４

この座標系では長さ２

図 ��� 座標系によるベクトルの見え方の変化

����� 計量テンソル

平面内で微小な距離 ��だけ離れた２点を考える。一方の点の位置を直交デカルト座標で ��� ��と表したとすると，
もう一方の点は ��H ��� � H ���と表せる。このとき，��，��，�� の間には幾何学的関係より次式が成り立つ。

��� G ��� H ��� ������

図 ���からも分かるように，どのような座標系で表したとしても �点間の距離 ��は変わらない。��が座標系によら
ず不変ならば ��� も不変であるので，���を別の座標系の座標成分 ���� ���で表すことを考える。��� ��は微小量なの
で ��� と ��� の一次式で表されることと，それらをそれぞれ �乗して和を取ったものが ��� であることに注意すれば，
��� はいかなる座標系で表したとしても，次のような ��� と ��� を組み合わせて作った項の和で表すことができる。

��� G 
���� H������� H ������� H����� ������

この係数 
������ を取り出して次のように行列として表したものを計量テンソルとよび，その成分を ��� で表す。

��� G

�

 �
� �

�
������

なお，式 ������および ������より，直交デカルト座標系における計量テンソルは
�
� 



 �

�
となる。ここで，共変ベ

クトル，反変ベクトルを明示する書き方に記述を改め，��，�� を ���，��� と表すことにすれば，式 ������は

��� G ������
��� H �����

���� H �����
���� H ������

���

G
�
�

�
�

�����
���� ������

となり，
��� G �����

���� ������

と総和規約を用いて表示できる��。式 ������において，何の説明もなく ��� は下添え字表示で記述したが，それは計
量テンソルが共変テンソルだからである。なぜなら式 ������において ��� は明らかにスカラーであり，座標系に依存

�� 本節では �の項で上添え字と下添え字に同一の記号を用いた場合，総和規約を用いることとする。
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せず，��� と ��� は反変ベクトルであるので，��� は �階の共変テンソルでなければならない。��� が �階の共変テン
ソルであることは，式 �����より，以下のような変換則に従うということを意味する。

����� G
���

����
���

����
��� ������

一方，以下のように，計量テンソルは基底ベクトルの内積に等しいことが示される。先ほど議論した微小な距離 ��だ
け離れた２点を結ぶベクトルは �� G ����� と書ける。ベクトルの内積をとればベクトルの長さの �乗に等しくなる
ので，��� は

��� G �� � ��
G ����� � �����
G ��� � ���������

������

となる。式 ������と式 ������を比べることにより

��� G �� � �� ������

となることがわかる。以上より，あるベクトル� G 
����G 
��
��の両辺に �� を乗じれば次式を得る。

��� G 
���� � ��� G ���

� ����	�

ここで左辺に� G 
��
� を代入し，双対基底の積がクロネッカデルタを用いて �� � �� G Æ�� となることを用いれば


� G ���

� ����
�

を得る。このことから，計量テンソルは反変ベクトルを共変ベクトルに変換する道具として利用できることが分かる。
なお，同様にして ��� G �� � �� を定義すれば


� G ���
� ������

を得る。この，計量テンソル ��� の逆行列 ��� は �階の反変テンソルであり，両者とも反変ベクトルと共変ベクトル
の間の変換テンソルであるという同一の性質から，計量テンソルであるが，本論文では特に両者の区別の必要がある
ときは，���，��� をそれぞれ共変計量テンソル，反変計量テンソルと呼称する。

����� エディントンイプシロン

エディントンイプシロンは，�次元直交デカルト座標系において一般に次のように定義される。

���� G

��
	
� ��� �� �� G ��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ��
�� ��� �� �� G ��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ��

 &,5+./!1+

������

ここでは ���� は �階の共変テンソルであり，��� �� ��が ��� �� ��の偶置換の場合は �，奇置換の場合は=�，それ以外
は 
である。行列表記すれば次式となる。

I	 G



� 
 � ��
�� 
 �
� �� 


�
� ������

ここで，任意の �次元ベクトル �� G E	�� 	�� 	�Fを考え，�� G I	�とすれば，その成分は

�� G E	� � 	���	� H 	�� 	� � 	�F ������

となるため，�，�間のなす角を �とすれば，

(&1 � G
� � �
������ G

	�	� � 	� � 	�� H 	�	� H 	�� � 	�	�
������ G 
 ������

となり，両者は直交することがわかる。
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����� 反変成分と共変成分

e

e

1

2

A

A

1

2
e

e

1

2

A

A

1

2

�#� 反変座標 �-� 共変座標
図 ��� 反変座標と共変座標

ベクトルは座標系の取り方 �観察する方法�で見え方は変わるが，実際には変化しない。この見え方の変化には �種
類あって，それぞれ共変ベクトルと反変ベクトルとして区別される。一般に共変ベクトルとして定義されているもの
を，計量テンソルを用いて反変ベクトルとして定義することも，その逆も可能である。では，一般に反変ベクトルで
ある座標成分を，共変ベクトルに変換した場合，それは図形的にどのような意味を持っているのかを考える。
図 ���のような斜交座標を考える。一般に用いられている座標成分の表し方は図 ����#�のタイプであり，この座標

成分は反変ベクトルであるので，このような座標成分の取り方を反変座標と呼ぶ。一方，同じ�というベクトルの座
標成分を，図 ����-�のようにベクトルの先端から座標軸におろした垂線方向の成分で表す方法も考えられる。このよ
うにして表した座標成分は，座標変換によって式 �����のような振る舞いをするため，このような座標成分の取り方
は共変座標と呼ばれる。
座標成分に限らず，種々のベクトルは自身の定義によって反変ベクトルもしくは共変ベクトルとして振る舞ってい

るが，計量テンソルによってその振る舞い �座標変換に伴う変化の仕方�が変わったとしても，真のベクトル量は変化
するはずがなく，同じものであることに注意する必要がある。曲面から抽出される代数不変量とは，そのような性質
に基づいて定式化されるものである。

����� 密度量

不変量の説明の準備として，密度量について概説する。任意の座標系 
 G E��� ��F� � 
� G E��
�

� ��
�

F� の座標変換
について考える。例として，厚みを有する平板において中央面のある点 
 G E��� ��F� における単位面積当たりの質
量 �密度�を ��
�とすると，全質量は

� G

�
��
��� G

� �
��
������� ������

と表せる。ここで，別の座標系 
� G E��
�

� ��
�

F� へ変換すると，

E��
�

� ��
�

F� G E������ ���� ������ ���F� ������
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上式の積分では，積分変数の変換になるから，ヤコビアン��

� G



���

���

����
���

����

���

����
���

����

�
��� ������

を用いた積分変数変換 �
������ G

�
0+,������

�

���
�

����	�

を考慮すると，質量は
� G

�
��
��0+,������

�

���
�

����
�

となる。質量を表す �つの式 ������，����
�は，密度分布の座標変換を表すと考えることができる。質量は座標系に
限らず不変であるので，座標系 
� における密度分布関数を �� とすると，

��
������� G ���
�����
�

���
�

������

より次式が成立する。
���
�� G 0+,�����
� ������

このとき，�は重み �のスカラー密度であるという。一般に，

���
�� G 0+,������
� ������

であるとき，�は重み �のスカラー密度といわれる。これは，任意のテンソルに一般化される。例えば，

����� G 0+,���
� ���

����
���

����
��� ������

であるとき，� は重み �の �階共変テンソル密度といわれる。
例えば計量テンソル 
 G E��� F及び 
� G E���� Fについて，式 ������および 0+,�
� G 0+,�
��であること用いると

0+,�
�� G 0+,����0+,�
� ������

が成立するので，0+,�
�は重み �のスカラー密度である。
また，一般的な各種テンソルは式 �����，�����の規則に従い，式 ������において � G 
なので重みは 
である。
一方で，エディントンイプシロンは，平面座標では次式のように定義され，座標系に限らず一定値をとる。

I	 G

�

 �
�� 


�
I	� G

�

 �
�� 


�
������

これは，座標系に依らず成分が一定値を取るという意味ではスカラーのような振る舞いを示すが，これはスカラーで
はない。 J	 を別の座標系に変換するには，両側から座標変換行列 �Gヤコビアン�を乗じればよい。これをおこなうと
次式のようになる。

�� I	� G
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����
���

����
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����
���

����

�
���
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 �
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���

���

����
���

����

���

����
���

����

�
��� G 0+,���

�

 �
�� 


�
������

すなわち，エディントンイプシロンは次のような変換規則に従うことがわかる。
I	� G 0+,��� I	 ������

これは式 ������とは異なり，重み �のK=テンソル密度とよばれる。

�� この場合のヤコビアンは座標変換行列となる。
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��� テンソル積ベジエ曲面の代数不変量
テンソル積ベジエ曲面上の位置を定めるパラメータを �� � � E
� �Fとすると，鉛直方向座標は次式で表わされる。

���� �� G

	�
���


�
���

 �����	������
����� ����	�

なお，ベジエ曲面に関する式中の文字は，特に説明のない場合は �章に従う。
本研究では，曲面の意匠性や施工性を評価する指標として，伊里らによる ��，��，��，��，��，�� の �つの代数

不変量を採用する。伊里らは地形の標高関数からこれらの不変量を抽出しているが，本研究では，曲面の鉛直方向座
標を地形の標高として捉え，不変量を抽出する。本項では，式 ����	�の高さ関数から抽出される代数不変量の定式化
をおこなう。伊里らの代数不変量以外の不変量についても併せて定式化する。

����� 基底関数の導関数

代数不変量の抽出のためには，基底関数のパラメータ �� �に関する導関数が必要となるが，テンソル積ベジエ曲面
は，基底関数がバーンスタイン基底関数

�	����� G
��� ��L

��� ��L��� ��L
������� ��	�� ����
�

として陽に定式化可能なため，パラメータ �� �に関する導関数も次のように陽に計算可能である。

��	�����

��
G

��� ��L
��� ��L��� ��L

������� ��	���� ���� ���H �� �� ������

���	�����

���
G

��� ��L
��� ��L��� ��L

������� ��	����
 
� H �� H ���� ���H ��� � ��H ���� H ���� ���� ���� �! ������

����� 各種テンソルの導出

まず，代数不変量の定式化のために必要な勾配ベクトル，ヘシアン，計量テンソルをテンソル積ベジエ曲面の制御
点で表現する。テンソル解析における一般的な表記にしたがい，共変成分を下添え字，反変成分を上添え字付で表現
する。まず，共変勾配ベクトル成分は次式で表わされる。

�� G
����� ��

��
G

	�
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�
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 ����
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�
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 �����	�����
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また，共変ヘシアン成分は次式で表わされる。

��� G
������ ��
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G
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 ����
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��	�����

��

��
�����

��
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最後に，共変計量テンソル成分は次式で表わされる。
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ただし，�	�
��� �� G E���� ��� ���� ��� ���� ��F
� であり，
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である。ここで，上記のベクトルとテンソルを，次式のように行列表示する。

� G

�
��
�


�
� � G

�
��� ��

�
� �



�
� 
 G
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������

これらの共変成分に対し，次のように反変成分が定義される。まず，反変計量テンソルを


 G

�
��� ��


�
� �



�
������

とすると，
 は共変計量テンソルの逆行列であり，


 G 
�� ������

が成立する。また，反変勾配ベクトルを
� G

�
��

�


�
������

とすると，次の関係が成立する。
� G 
�� � G 
� ������

さらに，
I	 G

�
I��� I��


I�
� I�



�
G

�

 �
�� 


�
������

で定義されるエディントンイプシロンを用いて，次のような反変ベクトルを定義する。

I� G

�
I��

I�


�
G I	� ����	�

�����項の性質は �方向の曲線座標系であるパラメトリック曲面上でも同様に成り立つため，I�は勾配ベクトルと直
交方向のベクトルであることがわかる。
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����� 代数不変量

�����項で述べた通り，式 ������のように，計量テンソルには，共変成分を反変成分に，また，反変成分を共変成
分にするシフターとしての作用がある。任意の座標系において，共変成分と反変成分との積は不変である。この性質
に基づき，伊里らは計量テンソルを補助量とし，勾配ベクトルおよびヘシアンに関する不変量として � 不変量と � 不
変量を定義している。また，6#)11曲率や平均曲率といった曲面の基本量��� もまた，代数不変量である。これらの
不変量の値は曲面の幾何学的形状を評価する上で有効な指標となる。

■� 不変量 � 不変量は次のように定式化される。
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������ I�
�� I��� �スカラー� ������

■� 不変量 � 不変量��は次のように定式化される。

�� G
�
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�
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����
��� �スカラー� ������

�� G
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���I�
��� G

�
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����
�I�� �重み �のK=スカラー密度� ������

�� G
�
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�

�
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�
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���I�
�I�� �スカラー� ������

�，� 不変量の幾何学的意味については，���節で述べる。

■主曲率 曲面上のある点 �における主曲率は，�での法線を含む平面で曲面を切った時に現れる曲線の曲率の最大
値と最小値であり，理論的にはヘシアンと計量テンソルに関する一般固有値問題

�� G !
� ������

の固有値 !�，!� として定義される �!� � !�とする�。

■�����曲率 6#)11曲率は，主曲率の積 !�!� として定義される。

■平均曲率 平均曲率は主曲率の平均 !� H !�
�

として定義される。

■測地的捩率 曲面上のある点 �における測地的捩率とは，その点での法線を含む平面に接する測地線の捩率であ
る。�を含む平面で曲面を切った時に現れる曲線の方向が，!� に対応する主方向となす角を �とすれば，測地的捩率
� は次式で表わされる。

� G ��
�
�!� � !�� 1!$ �� ������

�� スカラーではないという意味では，�� は実は不変量ではないが，本論文では �� が �か否かにのみ注目しており，ある座標系で �� が � で
あれば任意の座標系で �� の値は �となるので，座標系の違いによる値の変化は問題とならない。文献��	 においても �� は不変量に含めて
いるので，本論文においても不変量に含めることとする。



��� 三角形パッチベジエ曲面の代数不変量 �	

■�不変量 �，� 不変量に加えて，新たに，測地的捩率の絶対値の最大値の �乗で定義される �不変量を提案する。

� G
�

�
�!� � !��

� ������

なお，�� G !� H !�，�� G !�!� であることを考慮すれば，�不変量は � 不変量を用いて書き表すこともできる。

� G
�

�
��� � �� ����	�

■�，� 不変量と主曲率との関係 !�� !� に対応する固有ベクトルを �� G E"
�
�� "



�F
�，�� G E"

�
�� "



�F
� とおけば，こ

れらは反変固有ベクトルであり，次式で定義される共変固有ベクトルは主方向を表す。
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�
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� G 
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G E"���� "��
F

� G 
��

����
�

勾配ベクトルおよびヘシアンは，主曲率と主方向の関数として次のように表すこともできる。

� G

�
!�"

�
��� H !�"

�
��� !�"���"��
 H !�"���"��


!�"���"��
 H !�"���"��
 !�"
�
��
 H !�"

�
��


�
������

� G

�
#�"��� H #�"���
#�"��
 H #�"��


�
� � G

�
#�"

�
� H #�"

�
�

#�"


� H #�"



�

�
������

ここに，#�� #� は成分を定める定数係数である。
以上より，� 不変量および � 不変量は，次のように表すこともできる。

�� G #�� H #��� �� G !� H !�� �� G !�!� ������

�� G #��!� H #��!�� �� G
"
0+,�
�#�#��!� � !��

�� G #��!� H #��!�
������

式 ������より，�� 不変量は平均曲率の �倍，�� 不変量は 6#)11曲率と同義であることがわかる。

��� 三角形パッチベジエ曲面の代数不変量
三角形パッチベジエ曲面上の位置を定めるパラメータを$� % � E
� �F �$H % 	 ��とすると，鉛直方向座標は次式で

表わされる。

��$� %� G

	�
���

	���
���

 �����	����$� %� ������

����� 基底関数の導関数

テンソル積ベジエ曲面の場合と同様に，パラメータ $� %に関する導関数は次のように陽に計算可能である。

��	����$� %�

�$
G

�L

�L�L�L
$���%�������� � �$� ������

��	����$� %�

�%
G

�L

�L�L�L
$�%���������� � �%� ������

���	����$� %�

�$�
G

�L

�L�L�L
$���%�����

#
��� ����� � ���$� H �� � ���$�$ ������
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���	����$� %�

�%�
G

�L

�L�L�L
$�%�������

#
�� � ����� � ���%� H �� � ���%�$ ����	�

���	����$� %�

�$�%
G

�L

�L�L�L
$���%�������

#
���� � ��%� � ��$� H �� � ���$%$ ����
�

ここで，� G �� $� %，� G �� �� � である。三角形パッチベジエ曲面の制御点で表現する各種テンソルは，�����
節の定式化において，�� �を $� % に置き換えることで，テンソル積ベジエ曲面の場合とまったく同様に定式化される。
代数不変量についても同様である。

��� 代数不変量と曲面形状との関係
前述した主曲率との関係などから，曲面上の �つの点 �における � 不変量および � 不変量の値によって，その点

近傍の曲面形状を次のように特徴づけることができる。

�� & 
のとき 点 �近傍の等高線は楕円状となる。特に，��� G ��� のとき，!� G !� となり，点 �近傍の等高線は
円状となり，全方向について曲率一定となる。さらに
�� & 
のとき： 曲面は局所的に凹である �例：����。
�� ' 
のとき： 曲面は局所的に凸である �例：����。

�� ' 
のとき 点 �近傍の等高線は双曲線状となる �例：����。点 �近傍の曲面は �つの方向から見れば凹であり，
他の方向から見れば凸である。また，曲面上の曲線が局所的に直線 �曲率が 
�となる方向が存在する。

(A)

(B)
(C)

(D)

(A)

(B)
(C)

(D)

�� G 
のとき �つの主曲率が 
であり
�� & 
のとき： 
でない主曲率は正である。
の曲率に対応する主方向に曲面は凹でも凸でもなく高さ一定
となり，その他の全ての方向には凹である �例：����。

�� ' 
のとき： 
でない主曲率が負である。
の曲率に対応する主方向に曲面は凹でも凸でもなく高さ一定
となり，その他の全ての方向には凸である �例：����。

�� G 
のとき： 主曲率はどちらも 
となり，点 �近傍の曲面は局所的に平面となる �例：�6��。
�� G 
のとき 点 �は極限点となる �例：����。

�� G 
のとき 勾配ベクトルと �つの主曲率方向が一致し
���� ' ����かつ �� & 
のとき： 曲面は局所的に凹の筒状となる �例：����。
���� ' ����かつ �� ' 
のとき： 曲面は局所的に凸の筒状となる �例：�8��。

なお，��(�� は勾配ベクトル方向の曲率に，��(�� は勾配ベクトル方向と直交方向の曲率にそれぞれ一致する。以降
本論文では，凹の筒状を谷，凸の筒状を山と呼称する。



��� 代数不変量と曲面形状との関係 ��

(E)

(F)

(G)

 
(E)

(F)

(G)

(H)

(I)

(H)

(I)

■可展面と代数不変量 可展面とは，伸縮することなしに平面に展開することができる曲面である。シェル構造の曲
面が可展面であることは，コンクリートシェルを施工する際の型枠作成において有利な性質となると考えられる。�
次元空間において実現できる可展面は6#)11曲率が 
である曲面として定義される���。そのため，可展面生成のた
めの条件 �可展条件�としては，6#)11曲率と同義である �� 不変量が曲面上の任意の点で 
となるような形状を導け
ばよい。

■球らしさと代数不変量 �不変量は，主曲率の差を表すため，この値が 
に近付くほどその点近傍の曲面は球の一
部に近付くことがわかる。裁断球殻は幾何学的な美しさを有し，多くのシェル構造物の形態に利用されているが，そ
の力学的合理性は必ずしも高くない。ひずみエネルギーに制約を与えつつ，曲面全体で �を最小化することで，剛性
を保持しながら球らしさを有する曲面形状を導くことができると考えられる。

■線織面 空間内を直線が動くときのその軌跡として定義される曲面を線織面という。可展面が展開可能な面で構成
されるのに対し，線織面は直線の集合であり，すべての可展面は線織面である。線織面は次式のように定義できる。

��$� %� G ��� %���$� H %��$� ������

ここで，$� % はパラメータであり，��$�，��$�それぞれの曲線上のパラメータの等しい点を結んだ直線の集合とし
て定義される。可展面が �� 不変量が曲面上の任意の点で 
であるのに対し，線織面は �� 不変量が曲面上の任意の点
で 
または負となる。ただし，これは十分条件であり，�� 不変量が曲面上の任意の点で 
または負である曲面は線織
面とは限らない。したがって，代数不変量に制約を与えることで線織面を生成することはできない。
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��� 各種ベクトルおよびテンソルの微分
テンソル積ベジエ曲面について，各種ベクトルおよびテンソルの制御点の � 座標 �� に関する微分を求める。三角

形パッチベジエ曲面については，テンソル積ベジエ曲面の場合と同様であるので定式化を省略する。

■共変勾配ベクトルの微分 まず， ��

� ����
について，����� ��

��
は，�� �および �� G E� � � �  ���� � � � � F� の関数であるが，

 ���� については �次関数であり，����� ��

��
を  ���� で偏微分したとき， ���� が存在する項のみが残り，その他はすべ

て 
となる。����� ��

��
についても同様であるので，それらは陽に計算でき，次式のように表される。

��

� ����
G



���

���
� ����

��

� ����

�
��� G



���

��	�����

��
�
�����

�	�����
��
�����

��

�
��� ������

■共変ヘシアンの微分 共変勾配ベクトルの微分の場合と同様に，共変ヘシアンの各成分が  ���� については �次関

数であることを考慮すれば，共変ヘシアンの微分
��

� ����
は次式で表わされる。
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� ����
G
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����
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�	�����

���
�����

���

�
��� ������

■共変計量テンソルの微分 計量テンソルの成分を陽に表せば次式となる。
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このうち， ���� の関数であるのは
����� ��

��
と ����� ��

��
のみである。したがって，共変計量テンソルの微分

�


� ����
は

次式で表わされる。
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第 �章

ひずみエネルギーと代数不変量を考慮した連続
体シェルの形状最適化

��� 概説
本章では，連続体シェル構造物に対して，ひずみエネルギーを目的関数とし，曲面の代数不変量を制約条件に導入

した制約付き単一目的最適化問題を定式化し，双方を勘案したシェル形状を最適化手法を用いて求める。力学的性能
の指標としてひずみエネルギーを採用し，経済性の指標としてシェルの総体積を，意匠性や建築計画などに関わる幾
何学的特性の指標として第 �章で概説した代数不変量を採用することにより，建築構造物に要求される様々な要求を
同時に考慮することを目的とする。シェルの曲面形状はベジエ曲面により表現する。ベジエ曲面を用いることにより，
ごく少数の制御点であらゆる曲面形状を効果的に記述でき，未知量を大幅に減らすことで，曲面を有限要素により離
散化して節点座標をすべて未知量とした場合に起きる収束性の低下を抑制でき，ベジエ曲面の滑らかさを保つ性質に
より曲面形状がいびつになることも抑制できる。また，ベジエ曲面は基底関数が陽に定式化可能なため，代数不変量
の感度解析を容易に行うことが可能である。
本手法は，曲面形状をベジエ曲面により表現し未知量を低減させた上で，ひずみエネルギーを目的関数，シェルの

総体積やベジエ曲面から抽出される代数不変量に制約を有する制約つき単一目的最適化問題を逐次二次計画法により
解くことで力学的性能と非力学的性能の双方を勘案した曲面形状を導くものである。
第 ���節では，勾配ベクトルを求める感度解析について述べる。
第 ���節ならびに第 ���節では，テンソル積ベジエ曲面により形状記述される連続体シェルに対して，様々な代数

不変量制約を導入した形状最適化問題を定式化し，それらを解くことで得られた解の幾何学的特性および力学的特性
について考察する。
第 ���節ならびに第 ���節では，三角形パッチベジエ曲面により形状記述される連続体シェルに対して，様々な代

数不変量制約を導入した形状最適化問題を定式化し，それらを解くことで得られた解の幾何学的特性および力学的特
性について考察する。
第 ���節では，本章で提案した形状最適化手法により得られた結論を述べる。
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��� 感度解析
逐次二次計画法のような非線形計画法によって最適化問題を解く際に必要となる感度解析��について述べる。設計

問題の目的は，���節で示す最適性条件を満足する解を求めることである。そのためには，目的関数並びに制約関数
の，設計変数に関する偏微分を求める必要がある。なお，本章では，設計変数はテンソル積ベジエ曲面もしくは三角
形パッチベジエ曲面の制御点の � 座標 �� である。
本章で目的関数あるいは制約関数とする指標は，ひずみエネルギー，シェルの面積，� 不変量，� 不変量，�不変量

である。なお，ひずみエネルギー，シェルの面積については，陽に制御点に関する設計感度を求めることはせず，節
点座標に関する感度係数を求めた後，テンソル積ベジエ曲面の制御点と有限要素の節点との関係から制御点に関する
偏微分を間接的に求める。なお，有限要素の各種マトリクスおよびその微分については，付録 �を参照されたい。

����� ひずみエネルギーの節点 � 座標に関する感度解析

ひずみエネルギーの節点 � 座標に関する偏微分を求める。節点数を ) とし，全体座標系で表わされた節点 � 座標
を �� �� G �� � � � � )�と表すことにする。変位の自由度を �，線形弾性剛性マトリクスを� � *	�	，節点変位ベク
トルを � � *	，節点荷重ベクトルを � � *	 とすると，剛性方程式は次のように書ける。

�� G � �����

上式の両辺を �� �� G �� � � � � ��で微分すると次式を得る。
��

���
�H�

��

���
G

��

���
�����

一方，ひずみエネルギーは次式で表わされる。
� G

�

�
���� �����

ひずみエネルギー � の �� に関する感度係数は，式 �����を用いて次のように書ける。
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G
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����� シェル中央面の面積の節点 � 座標に関する感度解析

要素数を+，�番目の要素の中央面の面積をK� とすると，シェル中央面の面積 � は次式で表わされる。

� G

�
���

K� �����

式 ������で定義される法線ベクトルの �番目の要素を �� とすると，シェル中央面の面積 � の �� に関する感度係数
は式 ������を用いて次のように書ける。

��

���
G


�
���

��
�

�K�

���

���
�����

�� パラメータの変化が構造物の応答にどのように影響するかを解析することを感度解析という。最適化理論においては，目的関数あるいは制
約関数の，設計変数に関する変化率，すなわち設計変数に関する偏微分を求めることである。



��� 感度解析 ��

����� 節点 � 座標に関する感度とベジエ曲面の制御点の � 座標 �� に関する感度の関係

■テンソル積ベジエ曲面 制御点は �, H �� 
 �- H ��個網目状に配置されているとする。また，有限要素の節点は
�, � H ��
 �- � H ��個網目状に配置されているとする。

�� G E����� ���� � � � � ����� ����� � � � � ����� � ���� � � � � ����� � ����F� �����

�� G E ����� � � � �  ���� � � � � �  ����� � � � �  ���� F� �����

このとき，ある変数. の制御点 � 座標 �� に関する感度係数は，節点 � 座標に関する感度係数を介して次のように表
現できる。
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ただし，
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である。上式中の ���

���
の各成分は式 ������を偏微分することで次式のように表される。
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��
���

��
���

���������������� �� G 
� � � � � , � / G 
� � � � � - �� ������

よって式 ������より，次式が成立することがわかる。

���

���
G I�� ������

結局，ある変数. の制御点 � 座標 �� に関する感度係数は次式のように節点 � 座標に関する感度係数から求めること
ができる。

�.

���
G I�� �.

���
������
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������� 三角形パッチベジエ曲面
節点 � 座標に関する感度と三角形パッチベジエ曲面の制御点の � 座標に関する感度の関係については，テンソル積

ベジエ曲面の場合と同様であるので，定式化は省略する。

����� �� 不変量の制御点の � 座標 �� に関する感度解析

以下では，テンソル積ベジエ曲面から抽出される �� 不変量の制御点の � 座標 �� に関する感度解析について定式化
をおこなう。なお，三角形パッチベジエ曲面における各量の感度ついては，パラメータ �� �を $� % に置き換えれば良
い。他の不変量の感度解析についても同様である。

�� 不変量は次式で定義される。

�� G
�
����


�
����


������� G
�
����


���� �� 
� ������

これをマトリクスの形で書くと次式となる。
�� G ��
� ������

これを制御点  � 座標で偏微分することで次式を得る。

���
� ����

G
��

� ����

�


� H ��
�


� ����
� H ��


��

� ����
������

ここで， �


� ����
を陽に計算するのは困難である。そこで，
 が 
 の逆行列であることから，



 G � ����	�

が成り立つことに注目し，これを  � 座標で偏微分すると

�


� ����

 H 


�


� ����
G 
 ����
�

を得る。左辺第 �項を右辺に移動して両辺に右から 
 を掛ければ， �


� ����
は次のように

�


� ����
を用いて計算するこ

とができる。
�


� ����
G �


�


� ����

 ������

以上より，�� の制御点  � 座標に関する感度係数が次式により求められる。

���
� ����

G
��

� ����

�


� � ��

�


� ����

� H ��


��

� ����
������

����� �� 不変量の制御点の � 座標 �� に関する感度解析

�� 不変量は次式で定義される。
�� G

�
����


�
����


����
�� ������

これをマトリクスの形で書くと次式となる��。

�� G ��� �
�� H ��� �
�� ������

�� �� � � � � ��，�� � � � � ��



��� 感度解析 ��

これを制御点  � 座標で偏微分することで次式を得る。

���
� ����

G ���
��

� ����

�� H ��� �

�


� ����
�� H ���

��

� ����

�� H ��� �

�


� ����
�� ������

さらに，式 ������を考慮すれば，�� の制御点  � 座標に関する感度係数が次式により求められる。

���
� ����

G ���
��

� ����

�� � ��� �


�


� ����

�� H ���
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�


� ����

�� ������

����� �� 不変量の制御点の � 座標 �� に関する感度解析

�� 不変量は次式で定義される。

�� G

�
����


�
����


�
����


�
����


������ I�
�� I���

�0+,�
�
������

これを計算して整理すると，次式のように表すこともできる。

�� G
0+,���

0+,�
�
������

これを制御点  � 座標で偏微分することで �� の制御点  � 座標に関する感度係数が次式により求められる。
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� ����

G
�0+,���

� ����
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��� H 0+,���
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ただし，
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G
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である。

����� �� 不変量の制御点の � 座標 �� に関する感度解析

�� 不変量は次式で定義される。
�� G

�
����


�
����


����
��� ������

これをマトリクスの形で書くと次式となる。
�� G ���� ������

上式は式 ������を考慮すると
�� G ��
�
� ������

と書ける。これを制御点  � 座標で偏微分することで次式を得る。
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さらに，式 ������を考慮すれば，�� の制御点  � 座標に関する感度係数が次式により求められる。
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����	 �� 不変量の制御点の � 座標 �� に関する感度解析

�� 不変量は次式で定義される。

�� G
�
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�
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���I�
���

�
�G �
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�
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����
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�
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これをマトリクスの形で書くと次式となる。
�� G ���I� ������

上式は式 ������，����	�を考慮すると
�� G ��
� I	� ����	�

と書ける。これを制御点  � 座標で偏微分することで次式を得る。

���
� ����

G
��
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�


� I	� H ��
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� ����
� I	� H ��


��
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さらに，式 ������を考慮すれば，�� の制御点  � 座標に関する感度係数が次式により求められる。

���
� ����

G
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����
 �� 不変量の制御点の � 座標 �� に関する感度解析

�� 不変量は次式で定義される。

�� G

�
����


�
����


���I�
�I��

0+,�
�
������

これをマトリクスの形で書くと次式となる。

�� G
I���I�

0+,�
�
������

上式は式 ����	�を考慮すると

�� G
�� I	� I	�

0+,�
�
������

と書ける。これを制御点  � 座標で偏微分することで �� の制御点  � 座標に関する感度係数が次式により求められる。

���
� ����

G
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� ����

�

I	� I	�0+,�
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������ �不変量の制御点の � 座標 �� に関する感度解析

�不変量は，
� G

�

�
��� � �� ������

のように � 不変量を用いて書き表すことができたので，�の制御点  � 座標に関する感度係数は � 不変量の感度係数
を介して次式により求められる。

��

� ����
G
�

�
��

���
� ����

� ���
� ����

������

本章での最適化問題での共通事項は以下のとおりである。



��� テンソル積ベジエ曲面により形状記述される正方形平面を有するシェル �	

� 応力算定は有限要素法による線形静的解析によりおこなう。
� 有限要素は三角形平面シェル要素��を用いる。
� 材料は普通コンクリートとし，ヤング率を ��6�#，ポアソン比を 
���とする。
� 外力は自重として単位体積重量 ��% �2� を作用させる。
� シェル厚は一様に 
��2とする。
� 最適化問題の定式化に際し，変位の自由度を �，節点変位ベクトルを � � *	，線形弾性剛性マトリクスを

� � *	�	，シェル中央面の総面積を �，支点の � 座標を ��� で表わす。
� 初期形状の値を下添え字の 
で表わす。

��� テンソル積ベジエ曲面により形状記述される正方形平面を有するシェル
����� 最適化モデル

�つ目の最適化モデルは，図 ���に示すような正方形平面を有するシェル構造物とする。ここで，支持条件は �隅
をピン支持とし，応力集中を避けるために各隅で �個ずつの支点を与える。初期形状は次のような双 �次関数で与
える。

� G ���� � 	����� � 
�� ������

ここで，支点を含む平面の中央を座標の原点とし，スパン �
2，ライズ �2 �	 G 
 G ��� � G �(	�
��とする。形
状はテンソル積ベジエ曲面により記述し，制御点は曲面全体に �
 �の格子状に配置する。最適化の際の設計変数は，
図に黒点で示した制御点の � 座標 �� とする。設計変数の数は �	である。弾性解析はフルモデル解析とする。要素数
は ���である。外力，材料定数，断面形状などは，�����
節の最後に示した通りである。

30m

30m

x

y

30m

30m

��� ���	 
��
��� ��


���
��� �	��� 
��
��� ��


図 ��� 最適化モデル �

�� 面内変形要素には定ひずみ要素を，面外変形要素には ���	������� らの非適合三角形要素を採用する。
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次節以降，幾何学的制約を考慮した様々な最適化問題を定式化し，その最適化結果を示す。最適化結果の表記での
共通事項は以下のとおりである。

� 変形図の点線は荷重作用前の形状を，実線は荷重作用時の変位を �

倍にして表した形状を示している。
� 変形図中の ���� として示した値は各節点の鉛直方向変位のうち最大の値を表す。
� 膜応力分布図において，実線，点線はそれぞれ各要素図心における圧縮応力，引張応力を表し，線の長さは主
応力の大きさを表す。

� 膜応力分布図中の 0
��� は各要素図心における引張応力の最大値，0���� は圧縮応力の最大値である。
� 曲げ応力分布図中の 0���� は各要素図心の曲げモーメントによる縁応力の絶対値のうちで最大の値を表して
いる。

����� 例題 �：代数不変量制約を与えない場合

最適化概要
次の最適化問題を考える。

2!$!2!�+ ����� G
�

�
����

1)-;+(, ,&

�
������ �� 	 

�������� ����� G 


����	�

この最適化問題は，支持点を不動とし，シェル中央面の面積を初期形状の値以下とする制約条件のもとでひずみエネ
ルギーを最小化する問題である。なお，最適化モデルはシェル厚を一様としているため，面積制約は体積制約と同義
であり，極めてライズの大きい非現実的な形状が得られることを防ぎ，さらに，設計変数の許容領域を限定して解の
収束性を高めるとともに，材料コストを抑えるという意味で経済的指標の役割も果たす。

最適化結果と考察
最適性条件を満足し，最適化は終了した。得られた最適解曲面の形状を図 ����-�に示す。また，比較の対象として，

初期解曲面の形状を図 ����#�に示す。各図で上方にアイソメトリック図を，下方には立面図をそれぞれ示す。初期形
状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 ����#���-�にそれぞれ示す。初期形状および最適形状のシェ
ル中央面の膜応力，および曲げモーメントによる縁応力の分布図を図 ����#���-�および図 ����#���-�にそれぞれ示す。
図 ���を見ると，最適化を行うことで，側部のライズがカテナリー状に上昇していることが確認できる。目的関数

およびシェル中央面の面積の値を見ると，最適形状は，初期形状と同じ体積を有しながらも，側部のライズをカテナ
リー状に上昇させることでひずみエネルギーの値を初期形状からおよそ 	�％低減できていることがわかる。
図 ���を見ると，最適形状の自重作用時の変位は，初期形状に比べ大幅に低減されていることがわかる。最大鉛直

変位は初期形状からおよそ 	�％低減されており，剛性が飛躍的に上昇している。この結果は，ひずみエネルギーの
力学的評価指標としての有効性を示すものである。
図 ���および図 ���を見ると，最適化を行うことで曲げ応力が非常に小さくなっていることが確認できる。初期形

状において支持部が負担していた曲げ応力が抑制される代わりに，全体として膜応力によって外力に対し抵抗する力
学的メカニズムに変化している。また，初期形状において支持部から側部にかけて生じていた引張力は，最適形状で
はその代わりにシェル全面に圧縮力が生じ，それらは支持点に向かって滑らかに流れるように効率的に分布している。
以降，本最適化結果をもとにして，式 ����	�に様々な代数不変量制約の導入を試みる。



��� テンソル積ベジエ曲面により形状記述される正方形平面を有するシェル ��

� G ��1��E% 2F � G �1���E% 2F

� G 	�	1�E2�F � G 	�	1�E2�F

�#� 初期形状 �-� 最適形状
図 ��� 形状図

���� G ��1�
E22F ���� G �1�		E22F

�#� 初期形状 �-� 最適形状
図 ��� 変形図 ������

0���� G �1���E �22
�F 0���� G �1�	�E �22

�F

0
��� G �1
��E �22
�F 0
��� G �1���
 �
��E �22�F

�#� 初期形状 �-� 最適形状
図 ��� 膜応力分布図

0���� G �1	��E �22
�F 0���� G �1���
 �
��E �22�F

�#� 初期形状 �-� 最適形状
図 ��� 曲げ応力分布図
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����� 例題 �：� 不変量制約を与えて凸らしさを制御する場合

最適化概要
次の最適化問題を考える。
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� はそれぞれ，図の■点における ��，�� 不変量である。この最適化問題は，問題 ����	�に加えて，J� ' 
の
とき，制約点が凸面となるような � 不変量制約を導入している。

最適化結果と考察
J� G �
1�
 および J� G �
1�
 として最適化を実行した結果，ともに最適性条件を満足し，最適化は終了した。

J� G �
1�
および J� G �
1�
として得られた最適解曲面の形状を図 ����-�および �(�にそれぞれ示す。また，比較
の対象として，初期解曲面の形状を図 ����#�に示す。各図で上方にアイソメトリック図を，下方には立面図をそれぞ
れ示す。初期形状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 ����#�～�(�にそれぞれ示す。初期形状およ
び最適形状のシェル中央面の膜応力，および曲げモーメントによる縁応力の分布図を図 ����#�～�(�および図 ��	�#�

～�(�にそれぞれ示す。初期形状および最適形状の鉛直方向座標に関する等高線図を図 ���
�#�～�(�にそれぞれ示す。
最適形状の等高線図 ���
�-�，�(�において，� 不変量制約を与えた点を黒点で示している。
図 ���を見ると，J� G �
1�
，J� G �
1�
の両方の場合において，最適化を行うことで側部のライズを上昇させつ

つも，� 不変量制約を与えた点が凸面となるように形状に膨らみを生じていることが確認できる。図 ���
の等高線図
と合わせて考察すると，�� の値が小さいほど形状の凸性が大きくなっていることがわかる。このことは，問題 ����
�

において J� の値を変化させることで不変量制約を与えた点の凸らしさを自由にコントロールできることを示してい
る。目的関数およびシェル中央面の面積の値を見ると，最適形状は，初期形状と同じ体積を有し，問題 ����	�の最適



��� テンソル積ベジエ曲面により形状記述される正方形平面を有するシェル ��

� G ��1��E% 2F � G �1�
�E% 2F � G �1	��E% 2F

� G 	�	1�E2�F � G 	�	1�E2�F � G 	�	1�E2�F

�#� 初期形状 �-� 最適形状 � J� G �
1�
� �(� 最適形状 � J� G �
1�
�
図 ��� 形状図

���� G ��1�
E22F ���� G �1	�	E22F ���� G �1��	E22F

�#� 初期形状 �-� 最適形状 � J� G �
1�
� �(� 最適形状 � J� G �
1�
�
図 ��� 変形図 ������

形状には及ばないものの，不変量制約点に凸らしさを有しながらひずみエネルギーの値を大きく減少できていること
がわかる。
図 ���を見ると，最適形状の自重作用時の変位は，初期形状に比べ大幅に低減されており，代数不変量制約を満た

しつつも高い剛性が得られていることがわかる。
図 ���および図 ��	を見ると，最適形状は，不変量制約を与えた点に膨らみを生じつつも，問題 ����	�の最適形状

と同様に，曲げ応力，引張応力が小さい圧縮抵抗型の力学的メカニズムを有する形態へと移行していることがわかる。
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��� テンソル積ベジエ曲面により形状記述される正方形平面を有するシェル ��

����� 例題 �：� 不変量制約を与えて山らしさを制御する場合

最適化概要
次の最適化問題を考える。
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���� ，���� ，���� はそれぞれ，図の■点における ��，��，�� 不変量である。この最適化問題は，問題 ����	�に加えて，
J��� ' 
 �� G �� ��のとき，制約点が山となるような � 不変量制約を導入している。

最適化結果と考察
J��� G J��� G �
1
�
および J��� G J��� G �
1
�
として最適化を実行した結果，ともに最適性条件を満足し，最適

化は終了した。J��� G J��� G �
1
�
および J��� G J��� G �
1
�
として得られた最適解曲面の形状を図 �����-�およ
び �(�にそれぞれ示す。また，比較の対象として，初期解曲面の形状を図 �����#�に示す。各図で上方にアイソメト
リック図を，下方には立面図をそれぞれ示す。初期形状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 �����#�
～�(�にそれぞれ示す。初期形状および最適形状のシェル中央面の膜応力，および曲げモーメントによる縁応力の分布
図を図 �����#�～�(�および図 �����#�～�(�にそれぞれ示す。初期形状および最適形状の鉛直方向座標に関する等高線
図を図 �����#�～�(�にそれぞれ示す。最適形状の等高線図 �����-�，�(�において，� 不変量制約を与えた点を黒点で
示している。
図 ����を見ると，J��� G J��� G �
1
�
，J��� G J��� G �
1
�
の両方の場合において，最適化を行うことで � 不変

量制約を与えた点が山となるように形状に筒状の膨らみを生じていることが確認できる。図 ����の等高線図と合わせ
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て考察すると，�� の値が小さいほど形状の山らしさが大きくなっていることがわかる。このことは，問題 ������にお
いて J��� の値を変化させることで不変量制約を与えた点の山らしさを自由にコントロールできることを示している。
目的関数およびシェル中央面の面積の値を見ると，J��� G J��� G �
1
�
とした場合の最適形状は，初期形状と同じ体
積を有し，問題 ����	�の最適形状には及ばないものの，不変量制約点に凸らしさを有しながらひずみエネルギーの値
を大きく減少できていることがわかる。J��� G J��� G �
1
�
とした場合の最適形状も，初期形状からひずみエネル
ギーの値が低減されている。
図 ����を見ると，J��� G J��� G �
1
�
とした場合の最適形状の自重作用時の変位は，初期形状に比べ大幅に低減

されており，代数不変量制約を満たしつつも高い剛性が得られていることがわかる。J��� G J��� G �
1
�
とした場
合の最適形状の自重作用時の変位は，初期形状に比べると低減されているものの，比較的大きな変形をする結果と
なった。
図 ����および図 ����を見ると，J��� G J��� G �
1
�
とした場合の最適形状は，不変量制約を与えた点に筒状の膨

らみを生じつつも，問題 ����	�の最適形状と同様に，曲げ応力，引張応力が小さい圧縮抵抗型の力学的メカニズムを
有する形態へと移行していることがわかる。一方で，J��� G J��� G �
1
�
とした場合の最適形状は，圧縮抵抗型の力
学的メカニズムを形成するには至らず，別の力学形態へ移行し，J��� G J��� G �
1
�
とした場合の最適形状と比較し
て大きく剛性が劣る結果となった。これは，面積制約に加えて厳しい � 不変量制約課して山らしさを高めた結果，実
行可能領域内が限定されたためと考えられる。
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����� 例題 �：球らしさを最大化する場合

最適化概要
次の最適化問題を考える。
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この最適化問題は，問題 ����	�に加えて，新たに曲面の球らしさを最大化するような目的関数を付加した多目的最
適化問題である。ここで，��� は図の黒点における �不変量である。曲面が完全な球である場合，曲面全体で �不変
量が 
となる性質がある。裁断球殻は幾何学的な美しさを有し，多くの実構造物に利用されているが，その力学的合
理性は必ずしも高くない �例として，初期形状と同様 � G 	�	1�とした場合の裁断球形シェルの力学性状を図 ����に
示すが，ひずみエネルギー，最大鉛直変位ともに大きく，剛性が低く支持点周辺に過度の応力集中が起きてしまって
いることがわかる�。
そこで，ひずみエネルギーの最小化に加えて，曲面上の十分多くの点 �本最適化では図の �

個の点�の �不変量

の合計を最小化することで，球らしさと剛性の双方を求めた曲面形状の創生を試みる。
多目的最適化問題の求解にあたり，本研究では �����項で概説した制約法を用い，次の �つの制約付き単一目的最

適化問題を考える。
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��� テンソル積ベジエ曲面により形状記述される正方形平面を有するシェル �	
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J�， J� の値を変化させて繰り返し最適化を行うことでパレート解群を求めることができる。

最適化結果と考察
制約法により，J�， J� の値を変えて繰り返し最適化をおこなったところ，図 ����に示すようなパレート解群が得ら

れた。各パレート解は，それぞれ最適性条件を完全に満足した。図 ����は，縦軸に �不変量の和を，横軸にひずみ
エネルギーをとっている。合わせて，得られたパレート解群の最大主応力および最大鉛直変位を図 ����に示す。図
����は，縦軸左に最大主応力を，縦軸右に最大鉛直変位をとっている。
ここで，図 ���� において， J� G �1�
 とした解は球らしさを最大化した解ではない。しかしながら， J� G

�1�
� �1	
� � � � とひずみエネルギーの制約を緩和していくと，不等式制約 � � �� 	 
 が不活性となり始める。
そこで，初期形状と同様 � G 	�	1�とした場合の裁断球形シェル �以下，裁断球殻�をパレート解群とともに比較の
対象とすることとした。
得られたパレート解群のうち代表的なシェル形状を図 ���	�#�～�>�に示す。また，比較の対象として，裁断球殻の

シェル形状を図 �����#�に示す。各図で上方にアイソメトリック図を，下方には立面図をそれぞれ示す。代表的なパ
レート解の自重作用時の弾性変形の様子を図 ���
�#�～�>�にそれぞれ示す。裁断球殻の自重作用時の弾性変形の様子
を図 �����-�に示す。代表的なパレート解のシェル中央面の膜応力，および曲げモーメントによる縁応力の分布図を
図 �����#�～�>�および図 �����#�～�>�にそれぞれ示す。裁断球殻のシェル中央面の膜応力，および曲げモーメントに
よる縁応力の分布図を図 �����(�および図 �����0�にそれぞれ示す。代表的なパレート解の鉛直方向座標に関する等
高線図を図 �����#�～�>�にそれぞれ示す。裁断球殻の鉛直方向座標に関する等高線図を図 �����+�に示す。
図 ����を見ると，ひずみエネルギーと球らしさとの間には，トレード・オフの関係があることが確認できる。図

����を見ると，ひずみエネルギーの値が �1�
以下の範囲におけるパレート解群は，球らしさを高めるにつれて最大
鉛直変位こそ若干の上昇がみられるものの，最大主応力の値はほとんど変化がなく，力学的合理性に大きな劣化が見
られないことがわかる。
図 ���	を見ると，ひずみエネルギー最小解から � の値が小さくなるにつれて，曲面形状が球へと近づいているこ

とがわかる。図 ����の等高線図と合わせて考察すると，その経過が良くわかる。問題 ������において J� G �1�

と
したときの最適形状は，裁断球殻のシェル形状 �����#�および等高線図 �+�と近似しており，かなり球らしさが高め
られていると言える。最適化モデルのスパンは �
2であるため，節点単位で見た場合には形状の相違は数十センチ
単位と比較的大きいが，マクロに見ると類似した形状を有するにもかかわらず，ひずみエネルギーの値は裁断球殻と
比べてはるかに小さく，わずかな形状の違いが剛性に大きく影響を及ぼすことがわかる。
図 ���
を見ると，最大鉛直変位はどのパレート解も小さく抑えられており，本手法のようにひずみエネルギーと球

らしさの双方を目的関数として形状最適化をおこなった場合，ある程度球らしさを高めても，高い力学性能を維持し
た曲面形状を導くことができる。
図 ����および図 ����を見ると，ひずみエネルギー最小解に見られる全体として膜応力によって外力に対し抵抗す

る力学的メカニズムが，今回提示したパレート解群に共通してみられることが確認できる。特に問題 ������において
J� G �1�

としたときの最適形状はかなりの球らしさを有し，ひずみエネルギー最小解とは曲面形状に大きな違いを
有するにもかかわらず，どちらも同じような力の伝達経路を有している。一方で完全な裁断球形シェルの力学的メカ
ニズムは，今回提示したパレート解群のそれとは大きく劣り，境界部に大きな曲げ応力が発生している。
本手法により，実構造物にも良く利用されている裁断球殻に近い曲面形状を有し，かつ高い剛性を有するシェルの

創生が可能であるといえる。



�
 第 �章 ひずみエネルギーと代数不変量を考慮した連続体シェルの形状最適化

� G ��1��E% 2F

� G �1���
 �
�	E% 2F
� G 	�	1�E2�F ���� G ��1��E22F

�#� 形状図 �-�変形図 �
�

�

-15 -10 -5  0  5  10  15
-15

-10

-5

 0

 5

 10

 15     7.5
       7

     6.5
       6

     5.5
       5

     4.5
       4

     3.5
       3

     2.5
       2

     1.5
       1

     0.5
       0

    -0.5
      -1

0���� G �1
��E �22
�F

0
��� G �1���E �22
�F

0���� G �1���E �22
�F

�(� 膜応力分布 �0� 曲げ応力分布 �+� � 座標に関する等高線図
図 ���� �  ����� とした場合の裁断球形シェルの力学性状

図 ���� パレート解群の存在位置 図 ���� パレート解群の力学性能



��� テンソル積ベジエ曲面により形状記述される正方形平面を有するシェル ��

� G �1���E% 2F � G �1���E% 2F � G �1��	E% 2F

� G 
1���� � G 
1�


 � G 
1�




� G 	�	1�E2�F � G 	�	1�E2�F � G 	�	1�E2�F

�#� 最適形状 �ひずみエネルギー最小解� �-� 最適形状 �J� G �1



 �
��� �(� 最適形状 �J� G �1



 �
���

� G �1��
E% 2F � G �1��
E% 2F � G �1�

E% 2F

� G �1�	�
 �
�� � G �1���
 �
�� � G �1���
 �
��
� G 	�	1�E2�F � G 	�	1�E2�F � G 	�	1�E2�F

�0� 最適形状 � J� G �1��
� �+� 最適形状 � J� G �1��
� �>� 最適形状 � J� G �1�

�

図 ���� 形状図



�� 第 �章 ひずみエネルギーと代数不変量を考慮した連続体シェルの形状最適化

���� G �1�		E22F ���� G �1���E22F ���� G �1���E22F

�#� 最適形状 �ひずみエネルギー最小解� �-� 最適形状 �J� G �1



 �
��� �(� 最適形状 �J� G �1



 �
���

���� G �1	��E22F ���� G �1���E22F ���� G �1
��E22F

�0� 最適形状 � J� G �1��
� �+� 最適形状 � J� G �1��
� �>� 最適形状 � J� G �1�

�

図 ���� 変形図 ������

0���� G �1�	�E �22
�F 0���� G �1���E �22

�F 0���� G �1���E �22
�F

0
��� G �1���
 �
��E �22�F 0
��� G �1
�

 �
��E �22�F 0
��� G �1�
�
 �
��E �22�F

�#� 最適形状 �ひずみエネルギー最小解� �-� 最適形状 �J� G �1



 �
��� �(� 最適形状 �J� G �1



 �
���

0���� G �1���E �22
�F 0���� G �1���E �22

�F 0���� G �1	��E �22
�F

0
��� G �1���
 �
��E �22�F 0
��� G �1��

 �
��E �22�F 0
��� G �1���
 �
��E �22�F

�0� 最適形状 � J� G �1��
� �+� 最適形状 � J� G �1��
� �>� 最適形状 � J� G �1�

�
図 ���� 膜応力分布
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�� 第 �章 ひずみエネルギーと代数不変量を考慮した連続体シェルの形状最適化

��� テンソル積ベジエ曲面により形状記述される楕円体シェル
����� 最適化モデル

�つ目の最適化モデルは，図 ����に示すような楕円平面を有するシェル構造物とする。ここで，支持条件は図に示
す �点を固定支持とし，初期形状は次のような楕円体関数で与える。

��

	�
H

��


�
H

��

#�
G � ������

60m

20m
x

y

��� ���	 
��
��� ��


���
��� �	��� 
��
��� ��


図 ���� 最適化モデル �

ここで，支点を含む平面の中央を座標の原点とし，スパン �
2
�
2，ライズ �2 �	 G �
� 
 G �
� # G ��とす
る。形状はテンソル積ベジエ曲面により記述し，制御点は曲面上の節点の中から周部節点を含む �
 �の格子状に選
んだ節点をベジエ補間により補間して求める。テンソル積ベジエ曲面により楕円や球などの平面形状を補間する場合，
制御点は格子状に配置されない��。最適化の際の設計変数は，図に黒点で示した制御点の � 座標 �� とする。設計変
数の数は ��である。弾性解析はフルモデル解析とする。要素数は ���である。外力，材料定数，断面形状などは，
�����
節の最後に示した通りである。

�� 非有理テンソル積ベジエ曲面や，非有理 �曲面曲面を用いれば，格子状配置の制御点で楕円を表現することも可能であるが，今回は代数不
変量の計算が容易であるテンソル積ベジエ曲面を用いることとした。



��� テンソル積ベジエ曲面により形状記述される楕円体シェル ��

����� 例題 �：代数不変量制約を与えない場合

最適化概要
次の最適化問題を考える。
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この最適化問題は，支持点を不動とし，シェル中央面の面積を初期形状の値以下とする制約条件のもとでひずみエネ
ルギーを最小化する問題である。

最適化結果と考察
最適性条件を満足し，最適化は終了した。得られた最適解曲面の形状を図 �����-�に示す。また，比較の対象とし

て，初期解曲面の形状を図 �����#�に示す。各図で上方にアイソメトリック図を，下方には立面図をそれぞれ示す。
初期形状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 �����#���-�にそれぞれ示す。初期形状および最適形状
のシェル中央面の膜応力，および曲げモーメントによる縁応力の分布図を図 �����#���-�および図 �����#���-�にそれ
ぞれ示す。
図 ����を見ると，最適化を行うことで，側部のライズが上昇するとともに形状に波上のむくりを生じていること確

認できる。シェル側部の先端には，やや滑らかさに欠ける形状があらわれている。これは，制御点の平面配置がイレ
ギュラーであることが一因として考えられる。また，目的関数およびシェル中央面の面積の値を見ると，最適形状は，
初期形状と同じ体積を有しながらも，側部のライズを上昇し，形状全体を湾曲させることでひずみエネルギーの値を
初期形状からおよそ �	％低減できていることがわかる。
図 ����を見ると，最適形状の自重作用時の変位は，初期形状に比べ大幅に低減されていることがわかる。最大鉛直

変位は初期形状からおよそ 	�％低減されており，剛性が飛躍的に上昇している。この結果は，ひずみエネルギーの
力学的評価指標としての有効性を示すものである。
図 ����および図 ����を見ると，最適化を行うことで曲げ応力が非常に小さくなっていることが確認できる。初期

形状において両側部に発生していた大きな曲げ応力が抑制される代わりに，全体として膜応力によって外力に対し抵
抗する力学的メカニズムに変化している。また，初期形状において支持部周辺ならびに両側部の縁周辺に生じていた
引張力は，最適形状ではその代わりにシェル全面に圧縮力が生じ，それらは �つある支持点のうち主として外側の �
つの支持点に向かって滑らかに流れるように効率的に分布している。
以降，本最適化結果をもとにして，式 ������に様々な代数不変量制約の導入を試みる。
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��� テンソル積ベジエ曲面により形状記述される楕円体シェル ��

����� 例題 �：� 不変量制約を与えて凹らしさを制御する場合

最適化概要
次の最適化問題を考える。
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� はそれぞれ，図の■点における ��，�� 不変量である。この最適化問題は，問題 ������に加えて，J� & 
の
とき，制約点が凹面となるような � 不変量制約を導入している。

最適化結果と考察
J� G 
1
�および J� G 
1�
として最適化を実行した結果，ともに最適性条件を満足し，最適化は終了した。J� G 
1
�

および J� G 
1�
として得られた最適解曲面の形状を図 ���	�-�および �(� にそれぞれ示す。また，比較の対象とし
て，初期解曲面の形状を図 ���	�#�に示す。各図で上方にアイソメトリック図を，下方には立面図をそれぞれ示す。
初期形状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 ���
�#�～�(�にそれぞれ示す。初期形状および最適形
状のシェル中央面の膜応力，および曲げモーメントによる縁応力の分布図を図 �����#�～�(�および図 �����#�～�(�に
それぞれ示す。初期形状および最適形状の鉛直方向座標に関する等高線図を図 �����#�～�(�にそれぞれ示す。最適形
状の等高線図 �����-�，�(�において，� 不変量制約を与えた点を黒点で示している。
図 ���	を見ると，J� G 
1
�，J� G 
1�
の両方の場合において，最適化を行うことで側部のライズを上昇させつつ

も，制約点の両脇が凸状に膨らんだ結果，� 不変量制約を与えた点が凹面となっているが確認できる。図 ����の等高
線図と合わせて考察すると，�� の値が大きいほど形状の凹性が大きくなっていることがわかる。このことは，問題
������において J� の値を変化させることで不変量制約を与えた点の凹らしさを自由にコントロールできることを示し
ている。目的関数およびシェル中央面の面積の値を見ると，最適形状は，初期形状と同じ体積を有し，問題 ������の
最適形状には及ばないものの，不変量制約点に凹らしさを有しながらひずみエネルギーの値を大きく減少できている
ことがわかる。
図 ���
を見ると，最適形状の自重作用時の変位は，初期形状に比べ大幅に低減されており，代数不変量制約を満た

しつつも高い剛性が得られていることがわかる。
図 ����および図 ����を見ると，最適形状は，問題 ������の最適形状に比べ中央の支持点にかかる膜応力が増加し，

すべての支持点に向かって均一に膜応力が集中しており力の流れは異なるものの，不変量制約を与えた点に窪みを有
しながらも曲げ応力，引張応力が小さい圧縮抵抗型の力学的メカニズムが得られていることがわかる。
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����� 例題 �：� 不変量制約を与えて山らしさを制御する場合

最適化概要
次の最適化問題を考える。
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���，��� はそれぞれ，図の■点における ��，�� 不変量である。この最適化問題は，問題 ������に加えて，J� ' 
の
とき，制約点が山となるような � 不変量制約を導入している。

最適化結果と考察
J� G �
1

�および J� G �
1

�として最適化を実行した結果，ともに最適性条件を満足し，最適化は終了した。

J� G �
1

�および J� G �
1

�として得られた最適解曲面の形状を図 �����-�および �(�にそれぞれ示す。また，比
較の対象として，初期解曲面の形状を図 �����#�に示す。各図で上方にアイソメトリック図を，下方には立面図をそ
れぞれ示す。初期形状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 �����#�～�(�にそれぞれ示す。初期形状
および最適形状のシェル中央面の膜応力，および曲げモーメントによる縁応力の分布図を図 �����#�～�(�および図
�����#�～�(�にそれぞれ示す。初期形状および最適形状の鉛直方向座標に関する等高線図を図 �����#�～�(�にそれぞ
れ示す。最適形状の等高線図 �����-�，�(�において，� 不変量制約を与えた点を黒点で示している。
図 ����を見ると，J� G �
1

�，J� G �
1

�の両方の場合において，最適化を行うことで側部のライズを上昇させ

つつも，� 不変量制約を与えた点が山となるように形状に膨らみと傾斜を生じていることが確認できる。図 ����の
等高線図と合わせて考察すると，�� の値が小さいほど山が急こう配となっていることがわかる。このことは，問題
������において J� の値を変化させることで不変量制約を与えた点の山らしさを自由にコントロールできることを示し
ている。目的関数およびシェル中央面の面積の値を見ると，最適形状は，初期形状と同じ体積を有し，問題 ������の
最適形状には及ばないものの，不変量制約点に山らしさを有しながらひずみエネルギーの値を大きく減少できている
ことがわかる。
図 ����を見ると，最適形状の自重作用時の変位は，初期形状に比べ大幅に低減されており，代数不変量制約を満た

しつつも高い剛性が得られていることがわかる。
図 ����および図 ����を見ると，最適形状は，不変量制約を与えた点に膨らみを生じつつも，問題 ������の最適



��� テンソル積ベジエ曲面により形状記述される楕円体シェル ��

形状と同様に，曲げ応力，引張応力が小さい圧縮抵抗型の力学的メカニズムを有する形態へと移行していることがわ
かる。
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��� 三角形ベジエパッチにより形状記述される三角形平面を有するシェル－ ��

��� 三角形ベジエパッチにより形状記述される三角形平面を有するシェル－
����� 最適化モデル

�つ目の最適化モデルは，図 ���	に示すような三角形平面を有するシェル構造物とする。ここで，支持条件は �隅
をピン支持とし，応力集中を避けるために支点を切り欠いて各隅で �個ずつの支点を与える。シェル形状は裁断球殻
とし，初期形状は次のような関数で与える。

��� ���
� H �� � ���

� H �� � ���
� G 2� ����	�

ここで，支点を切り欠く前の頂点を含む平面の中央を座標の原点とし，スパン �
2，曲率半径 ���
���2 ��� G �� G


� �� G ��1
���� 2 G ��1
����とする。形状は三角形パッチベジエ曲面により記述し，制御点は曲面全体に �
 �の
格子状に配置する。最適化の際の設計変数は，図に黒点で示した制御点の � 座標 �� とする。設計変数の数は ��であ
る。弾性解析はフルモデル解析とし，要素分割は ���要素とする。外力，材料定数，断面形状などは，�����
節の最
後に示した通りである。
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�� 第 �章 ひずみエネルギーと代数不変量を考慮した連続体シェルの形状最適化

����� 例題 �：代数不変量制約を与えない場合

最適化概要
次の最適化問題を考える。
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この最適化問題は，問題 ����	�と同様，支持点を不動とし，シェル中央面の面積を初期形状の値以下とする制約条件
のもとでひずみエネルギーを最小化する問題である。

最適化結果と考察
最適性条件を満足し，最適化は終了した。本手法により得られた最適解曲面の形状を図 ���
�-�に示す。また，比

較の対象として，初期解曲面の形状を図 ���
�#�に示す。各図で上方にアイソメトリック図を，下方には立面図を
それぞれ示す。初期形状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 �����#���-�にそれぞれ示す。初期形
状および最適形状のシェル中央面の膜応力，および曲げモーメントによる縁応力の分布図を図 �����#���-�および図
�����#���-�にそれぞれ示す。
図 ���
を見ると，最適化をおこなうことで，側部のライズがカテナリー状に上昇していることが確認できる。目的

関数およびシェル中央面の面積の値を見ると，最適形状は，初期形状と同じ体積を有しながらも，側部のライズをカ
テナリー状に上昇させることでひずみエネルギーの値を初期形状からおよそ ��％低減できていることがわかる。
図 ����を見ると，最適形状の自重作用時の弾性変位は，初期形状に比べ大幅に低減されていることがわかる。最大

鉛直変位は初期形状からおよそ 	�％低減されており，剛性が飛躍的に上昇している。
図 ����および図 ����を見ると，最適化をおこなうことで曲げ応力が非常に小さくなっていることが確認できる。

初期形状において支持部が負担していた曲げ応力が抑制される代わりに，全体として膜応力によって外力に対し抵抗
する力学的メカニズムに変化している。また，初期形状において支持部から側部にかけて生じていた引張力は，最適
形状ではその代わりにシェル全面に圧縮力が生じ，それらは支持点に向かって滑らかに流れるように効率的に分布し
ている。
得られた曲面は，�つ目のモデルにおける式 ����	�の最適形状と同様な特徴を有しており，平面形状に関わらず，

隅角部をピン支持されたシェルにおいてひずみエネルギーを最小化した場合，同様な傾向があらわれると推測される。
以降，本最適化結果をもとにして，式 ����
�に様々な代数不変量制約の導入を試みる。



��� 三角形ベジエパッチにより形状記述される三角形平面を有するシェル－ ��

� G �1���E% 2F � G �1�	�
 �
��E% 2F
� G �
�1�E2�F � G �
�1�E2�F

�#� 初期形状 �-� 最適形状
図 ���� 形状図

���� G �	1��E22F ���� G �1���E22F

�#� 初期形状 �-� 最適形状
図 ���� 変形図 ������

0���� G �1�

E �22
�F 0���� G �1���E �22

�F

0
��� G 	1���
 �
��E �22�F 0
��� G �1���
 �
��E �22�F

�#� 初期形状 �-� 最適形状
図 ���� 膜応力分布図

0���� G �1	��E �22
�F 0���� G �1���
 �
��E �22�F

�#� 初期形状 �-� 最適形状
図 ���� 曲げ応力分布図



�� 第 �章 ひずみエネルギーと代数不変量を考慮した連続体シェルの形状最適化

����� 例題 �：� 不変量制約を与えて凸らしさを制御する場合

最適化概要
次の最適化問題を考える。
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� はそれぞれ，図の■点における ��，�� 不変量である。この最適化問題は，問題 ����
�に加えて，J� ' 
の
とき，制約点が凸面となるような � 不変量制約を導入している。

最適化結果と考察
J� G �
1�
および J� G �
1�
として最適化を実行したところ，ともに最適性条件を満足し，最適化は終了した。本

手法により J� G �
1�
および J� G �
1�
として得られた最適解曲面の形状を図 �����-�および �(�にそれぞれ示す。
比較の対象として，初期解曲面の形状を図 �����#�に示す。各図で上方にアイソメトリック図を，下方には立面図を
それぞれ示す。初期形状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 �����#�～�(�にそれぞれ示す。初期形
状および最適形状のシェル中央面の膜応力，および曲げモーメントによる縁応力の分布図を図 �����#�～�(�および図
�����#�～�(�にそれぞれ示す。初期形状および最適形状の鉛直方向座標に関する等高線図を図 �����#�～�(�にそれぞ
れ示す。最適形状の等高線図 �����-�，�(�において，� 不変量制約を与えた点を黒点で示している。
図 ����を見ると，J� G �
1�
，J� G �
1�
の両方の場合において，最適化をおこなうことで側部のライズを上昇

させつつも，� 不変量制約を与えた点が凸面となるように形状に膨らみを生じていることが確認できる。図 ����の等
高線図と合わせて考察すると，�� の値が小さいほど形状の凸性が大きくなっていることが分かる。このことは，問題
����
�において J� の値を変化させることで不変量制約を与えた点の凸らしさを自由にコントロールできることを示し
ている。目的関数およびシェル中央面の面積の値を見ると，最適形状は，初期形状と同じ体積を有し，問題 ����	�の
最適形状には及ばないものの，不変量制約点に凸らしさを有しながらひずみエネルギーの値を大きく減少できている



��� 三角形ベジエパッチにより形状記述される三角形平面を有するシェル－ ��

ことがわかる。
図 ����を見ると，最適形状の自重作用時の弾性変位は，初期形状に比べ大幅に低減されており，代数不変量制約を

満たしつつも高い剛性が得られていることが分かる。
図 ����および図 ����を見ると，最適形状は，不変量制約を与えた点に膨らみを生じつつも，問題 ����
�の最適

形状と同様に，曲げ応力，引張応力が小さい圧縮抵抗型の力学的メカニズムを有する形態へと移行していることが分
かる。
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��� 三角形ベジエパッチにより形状記述される三角形平面を有するシェル－ �	

����� 例題 �：� 不変量制約を与えて谷らしさを制御する場合

最適化概要
次の最適化問題を考える。
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���� ，���� ，���� はそれぞれ，図の■点における ��，��，�� 不変量である。この最適化問題は，問題 ����
�に加えて，
J��� & 
 �� G �� ��のとき，制約点が谷となるような � 不変量制約を導入している。

最適化結果と考察
J��� G J��� G 
1
�
および J��� G J��� G 
1
�
として最適化を実行したところ，ともに最適性条件を満足し，最適

化は終了した。本手法により J��� G J��� G 
1
�
および J��� G J��� G 
1
�
として得られた最適解曲面の形状を図
���	�-�および �(�にそれぞれ示す。また，比較の対象として，初期解曲面の形状を図 ���	�#�に示す。各図で上方に
アイソメトリック図を，下方には立面図をそれぞれ示す。初期形状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子
を図 ���
�#�～�(�にそれぞれ示す。初期形状および最適形状のシェル中央面の膜応力，および曲げモーメントによる
縁応力の分布図を図 �����#�～�(�および図 �����#�～�(�にそれぞれ示す。初期形状および最適形状の鉛直方向座標に
関する等高線図を図 �����#�～�(�にそれぞれ示す。最適形状の等高線図 �����-�，�(�において，� 不変量制約を与え
た点を黒点で示している。
図 ���	を見ると，J��� G J��� G 
1
�
，J��� G J��� G 
1
�
の両方の場合において，最適化をおこなうことで � 不

変量制約を与えた点周辺において，シェル中央部から支持点にかけて谷となるように形状に筒状の窪みを生じている
ことが確認できる。図 ����の等高線図と合わせて考察すると，�� の値が大きいほど形状の谷らしさが大きくなって
いることが分かる。このことは，問題 ������において J��� の値を変化させることで不変量制約を与えた点の谷らしさ
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を自由にコントロールできることを示している。目的関数およびシェル中央面の面積の値を見ると，最適形状は，初
期形状と同じ体積を有し，問題 ����	�の最適形状には及ばないものの，不変量制約点に谷らしさを有しながらひずみ
エネルギーの値を大きく減少できていることがわかる。
図 ���
を見ると，J��� G J��� G 
1
�
とした場合の最適形状の自重作用時の弾性変位は，初期形状に比べ大幅に低

減されており，代数不変量制約を満たしつつも高い剛性が得られていることが分かる。J��� G J��� G 
1
�
とした場
合の最適形状は厳しい代数不変量制約を課したために J��� G J��� G 
1
�
とした場合の最適形状と比べると多少の弾
性変位が認められるものの，初期形状よりは大幅に低減されている。
図 ����および図 ����を見ると，最適形状は，不変量制約を与えた点に谷を生じつつも，問題 ����
�の最適形状と

同様に，曲げ応力，引張応力が小さい圧縮抵抗型の力学的メカニズムを有する形態へと移行していることが分かる。
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����� 例題 �：球らしさを最大化する場合

最適化概要
次の最適化問題を考える。
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この最適化問題は，問題 ����
�に加えて，新たに曲面の球らしさを最大化するような目的関数を付加した多目的最
適化問題である。ここで，��� は図の黒点における �不変量である。問題 ������同様，ひずみエネルギーの最小化に
加えて，曲面上の十分多くの点 �本最適化では図の ��個の点�の �不変量の合計を最小化することで，球らしさと剛
性の双方を求めた曲面形状の創生を試みる。
多目的最適化問題の求解にあたり，付録 �����項で概説する制約法を用いる。次の �つの制約付き単一目的最適化

問題を考える。
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J�， J� の値を変化させて繰り返し最適化をおこなうことでパレート解群を求めることができる。
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最適化結果と考察
3制約法により，J�， J� の値を変えて繰り返し最適化を実行したところ，図 ����に示すようなパレート解群が得ら

れた。各パレート解は，それぞれ最適性条件を完全に満足した。図 ����は，縦軸に �不変量の和を，横軸にひずみ
エネルギーをとっている。合わせて，得られたパレート解群の最大主応力および最大鉛直変位を図 ����に示す。図
����は，縦軸左に最大主応力を，縦軸右に最大鉛直変位をとっている。
ここで，図 ����において， J� G �1

とした解は球らしさを最大化した解ではない。J� は 
に限りなく近づけるこ

とができ，面積 � を固定すれば，やがて図 ����に示す初期形状 �裁断球殻�となる。
本手法により得られたパレート解群のうち代表的なシェル形状を図 �����#�～�>�に示す。また，比較の対象として，

初期解 �裁断球殻�の形状を図 �����#�に示す。各図で上方にアイソメトリック図を，下方には立面図をそれぞれ示す。
代表的なパレート解の自重作用時の弾性変形の様子を図 �����#�～�>�にそれぞれ示す。初期形状 �裁断球殻�の自重作
用時の弾性変形の様子を図 �����-�に示す。ここで点線は荷重作用前の形状を，実線は荷重作用時の変位を �

倍に
して表した形状を示している。
また，代表的なパレート解のシェル中央面の膜応力，および曲げモーメントによる縁応力の分布図を図 ���	�#�～

�>�および図 ���
�#�～�>�にそれぞれ示す。裁断球殻のシェル中央面の膜応力，および曲げモーメントによる縁応力の
分布図を図 �����(�および図 �����0�にそれぞれ示す。
また，代表的なパレート解の鉛直方向座標に関する等高線図を図 �����#�～�>�にそれぞれ示す。裁断球殻の鉛直方

向座標に関する等高線図を図 �����+�に示す。
図 ����を見ると，ひずみエネルギー最小解から ����の値が小さくなるにつれて，曲面形状が球へと近づいている

ことが分かる。図 ����の等高線図と合わせて考察すると，その経過が良く分かる。問題 ������において J� G �1




としたときの最適形状は，裁断球殻のシェル形状 �����#�および等高線図 �+�と近似しており，かなり球らしさが高
められていると言える。最適化モデルのスパンは �
2であるため，節点単位で見た場合には形状の相違は数十セン
チ単位と比較的大きいが，マクロに見ると類似した形状を有するにもかかわらず，ひずみエネルギーの値は裁断球殻
と比べてはるかに小さく，わずかな形状の違いが剛性に大きく影響を及ぼすことが分かる。
図 ����を見ると，最大鉛直変位は J� G �1



 �
�� の解までは大きく抑えられているが，以降，増加傾向にある。

図 ����と合わせて考察すると，ひずみエネルギーがおおよそ �1



 �
��% 2となる解までは，球らしさを高めて
も，力学性状に大きな変化は見られないが，ひずみエネルギーが �1



 �
��% 2を超えたあたりから曲げ応力が
増加し，剛性も低下傾向にあることが分かる。
図 ���および図 ���を見ると，ひずみエネルギー最小解に見られる全体として膜応力によって外力に対し抵抗する

力学的メカニズムが，今回提示したパレート解群に共通してみられることが確認できる。しかしながら，先ほど述べ
たように，ひずみエネルギーの値が �1



 �
��% 2を上回る解以降，球らしさを高めるとともに，そのような力
学形態は失われていくと考えられる。
初期形状 �裁断球殻�の剛性は必ずしも高くない。実務において，シェル形状を球形にしたいという意匠的，あるい

は建築計画的要求に対して，本手法によりパレート解を提示することは剛性と球らしさの双方を勘案する上で有効で
あると考えられる。
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図 ���� 膜応力分布
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図 ���� 曲げ応力分布
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図 ���� � 座標に関する等高線図
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��� 三角形ベジエパッチにより形状記述される球形平面を有するシェル－
����� 最適化モデル

�つ目の最適化モデルは，図 ����に示すような球形平面を有するシェル構造物とする。支持条件は図の黒点を固定
支持とする。シェル形状は裁断球殻とし，初期形状は次のような関数で与える。

��� ���
� H �� � ���

� H �� � ���
� G 2� ������

ここで，支点を含む平面の中央を座標の原点とし，スパン ��2，曲率半径 �
2 ��� G �� G 
� �� G �
1�	��� 2 G �
�

とする。形状記述は三角形パッチベジエ曲面によりおこなうが，���領域のみの記述とし，その他の節点は補間した
���領域の節点をもとに対称性から生成するものとする。制御点は曲面の ���領域全体に �
 �の格子状に配置する。
各ベジエパッチは隣り合う辺上の制御点を共有する。最適化の際の設計変数は，支持点を不動とするために支持点上
の制御点を除いた制御点の � 座標 ���図の黒点�とする。設計変数の数は ��である。ここで，ベジエパッチは ���領
域で閉じているため，境界面においては曲面の傾きや曲率の連続性は必ずしも保たれない。対称性を考慮し ���の部
分を弾性解析の対象とし，対称面での法線方向の変位を全てゼロ，さらに対称面の面外への回転をゼロとする。要素
分割は ���要素とする。外力，材料定数，断面形状などは，�����
節の最後に示した通りである。
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図 ���� 最適化モデル �



��� 三角形ベジエパッチにより形状記述される球形平面を有するシェル－ �	

����� 例題 �：代数不変量制約を与えない場合

最適化概要
次の最適化問題を考える。
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この最適化問題は，支持点を不動とし，シェル中央面の面積を初期形状の値以下とする制約条件のもとでひずみエネ
ルギーを最小化する問題である。

最適化結果と考察
最適性条件を満足し，最適化は終了した。本手法により得られた最適解曲面の形状を図 �����-�に示す。また，比

較の対象として，初期解曲面の形状を図 �����#�に示す。各図で上方にアイソメトリック図を，下方には立面図をそ
れぞれ示す。初期形状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 �����#�� �-�にそれぞれ示す。初期形状
および最適形状のシェル中央面の膜応力，および曲げモーメントによる縁応力の分布図を図 �����#�� �-� および図
�����#�� �-�にそれぞれ示す。
図 ����を見ると，最適化をおこなうことで，支持点間のライズがカテナリー状に上昇していることが確認できる。

目的関数およびシェル中央面の面積の値を見ると，最適形状は，初期形状と同じ体積を有しながらも，支持点間のラ
イズをカテナリー状に上昇させることでひずみエネルギーの値を初期形状からおよそ ��％低減されていることがわ
かる。
図 ����を見ると，最適形状の自重作用時の弾性変位は，初期形状に比べ大幅に低減されていることが分かる。最大

鉛直変位は初期形状からおよそ 	�％低減されており，剛性が飛躍的に上昇している。
図 ����および図 ����を見ると，最適化をおこなうことで曲げ応力が非常に小さくなっていることが確認できる。

初期形状において支持部が負担していた曲げ応力が抑制される代わりに，全体として膜応力によって外力に対し抵抗
する力学的メカニズムに変化している。また，膜応力においては，力の流れに大きな変化はなく，主として圧縮力が
支配的となっている。
以降，本最適化結果をもとにして，式 ������に様々な代数不変量制約の導入を試みる。
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��� 三角形ベジエパッチにより形状記述される球形平面を有するシェル－ ��

����� 例題 �：� 不変量制約を与えて凸らしさを制御する場合

最適化概要
次の最適化問題を考える。
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� はそれぞれ，図の■点における ��，�� 不変量である。この最適化問題は，問題 ������に加えて，J� ' 
の
とき，制約点が凸面となるような � 不変量制約を導入している。

最適化結果と考察
J� G �
1�
および J� G �
1�
として最適化を実行したところ，ともに最適性条件を満足し，最適化は終了した。本

手法により J� G �
1�
および J� G �
1�
として得られた最適解曲面の形状を図 �����-�および �(�にそれぞれ示す。
また，比較の対象として，初期解曲面の形状を図 �����#�に示す。各図で上方にアイソメトリック図を，下方には立
面図をそれぞれ示す。初期形状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 �����#�～�(�にそれぞれ示す。
初期形状および最適形状のシェル中央面の膜応力，および曲げモーメントによる縁応力の分布図を図 ���	�#�～�(�お
よび図 ���
�#�～�(�にそれぞれ示す。初期形状および最適形状の鉛直方向座標に関する等高線図を図 �����#�～�(�に
それぞれ示す。最適形状の等高線図 �����-�，�(�において，� 不変量制約を与えた点を黒点で示している。
図 ����を見ると，J� G �
1�
，J� G �
1�
の両方の場合において，最適化をおこなうことで支持点間のライズを上

昇させつつも，� 不変量制約を与えた点が凸面となるように形状に膨らみを生じていることが確認できる。図 ����の
等高線図と合わせて考察すると，�� の値が小さいほど形状の凸性が大きくなっていることが分かる。このことは，問
題 ����
�において J� の値を変化させることで不変量制約を与えた点の凸らしさを自由にコントロールできることを
示している。目的関数およびシェル中央面の面積の値を見ると，J� G �
1�
としたときの最適形状は，初期形状と同
じ体積を有し，問題 ����	�の最適形状には及ばないものの，不変量制約点に凸らしさを有しながらひずみエネルギー
の値を大きく減少できていることがわかる。J� G �
1�
としたときの最適形状については，凸らしさをかなり高めた
ため，ひずみエネルギーはやや大きい値をとっているが，初期形状よりは低減されている。
図 ����を見ると，最適形状の自重作用時の弾性変位は，初期形状に比べ大幅に低減されており，代数不変量制約を
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満たしつつも高い剛性が得られていることが分かる。
図 ���	および図 ���
を見ると，最適形状は，不変量制約を与えた点に膨らみを生じつつも，問題 ������の最適形

状と同様に，曲げ応力の小さい圧縮抵抗型の力学的メカニズムを有する形態へと移行していることが分かる。

� 
 � G �1
�
E% 2F � 
 � G �1��
E% 2F � 
 � G �1���E% 2F
� 
 � G �	�
E2�F � 
 � G �	�
E2�F � 
 � G �	�
E2�F

�#� 初期形状 �-� 最適形状 � J� G �
1�
� �(� 最適形状 � J� G �
1�
�
図 ���� 形状図

���� G ��1��E22F ���� G �1���E22F ���� G �1	��E22F

�#� 初期形状 �-� 最適形状 � J� G �
1�
� �(� 最適形状 � J� G �
1�
�
図 ���� 変形図 ������



��� 三角形ベジエパッチにより形状記述される球形平面を有するシェル－ 	�

0���� G �1	��E �22
�F 0���� G �1���E �22

�F 0���� G �1���E �22
�F

0
��� G �1��

 �
��E �22�F 0
��� G �1
��
 �
��E �22�F 0
��� G �1���E �22
�F

�#� 初期形状 �-� 最適形状 � J� G �
1�
� �(� 最適形状 � J� G �
1�
�
図 ���� 膜応力分布

0���� G �1

�E �22
�F 0���� G 	1		�
 �
��E �22�F 0���� G �1���E �22

�F

�#� 初期形状 �-� 最適形状 � J� G �
1�
� �(� 最適形状 � J� G �
1�
�
図 ���� 曲げ応力分布

10.0

1.0
3.0
5.0

7.0

9.0

9.5

1.0
3.0

5.0
7.0

9.0

7.5

1.0 3.0 5.0 7.0

6.5

57 557 5

�#� 初期形状 �-� 最適形状 � J� G �
1�
� �(� 最適形状 � J� G �
1�
�
図 ���� � 座標等高線図



	� 第 �章 ひずみエネルギーと代数不変量を考慮した連続体シェルの形状最適化

����� 例題 �：� 不変量制約を与えて谷らしさを制御する場合

最適化概要
次の最適化問題を考える。
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���，���，��� はそれぞれ，図の■点における ��，��，�� 不変量である。この最適化問題は，問題 ������に加えて，
J�� & 
のとき，制約点が谷となるような � 不変量制約を導入している。

最適化結果と考察
J�� G 
1
�および J�� G 
1�

として最適化を実行したところ，ともに最適性条件を満足し，最適化は終了した。本

手法により J�� G 
1
�
および J�� G 
1�

として得られた最適解曲面の形状を図 �����-�および �(�にそれぞれ示す。
また，比較の対象として，初期解曲面の形状を図 �����#�に示す。各図で上方にアイソメトリック図を，下方には立
面図をそれぞれ示す。初期形状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 �����#�～�(�にそれぞれ示す。
初期形状および最適形状のシェル中央面の膜応力，および曲げモーメントによる縁応力の分布図を図 �����#�～�(�お
よび図 �����#�～�(�にそれぞれ示す。初期形状および最適形状の鉛直方向座標に関する等高線図を図 �����#�～�(�に
それぞれ示す。最適形状の等高線図 �����-�，�(�において，� 不変量制約を与えた点を黒点で示している。
図 ����を見ると，J�� G 
1
�
，J�� G 
1�

の両方の場合において，最適化をおこなうことで � 不変量制約を与え

た点の両脇にリブのようなものが形成され，それらのリブに挟まれる形で制約点周辺が谷となるように形状に筒状の
窪みを生じていることが確認できる。図 ����の等高線図と合わせて考察すると，�� の値が大きいほど谷の勾配が増
加し，形状の谷らしさが大きくなっていることが分かる。このことは，問題 ����	�において J�� の値を変化させるこ
とで不変量制約を与えた点の谷らしさを自由にコントロールできることを示している。目的関数およびシェル中央面
の面積の値を見ると，最適形状は，初期形状と同じ体積を有し，問題 ����	�の最適形状には及ばないものの，不変量
制約点に谷らしさを有しながらひずみエネルギーの値を大きく減少できていることがわかる。
図 ����を見ると，最適形状の自重作用時の弾性変位は，初期形状に比べ大幅に低減されており，代数不変量制約を
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満たしつつも高い剛性が得られていることが分かる。
図 ����および図 ����を見ると，最適形状は，不変量制約を与えた点に谷を生じつつも，問題 ������の最適形状と

同様に，曲げ応力，引張応力が小さい圧縮抵抗型の力学的メカニズムを有する形態へと移行していることが分かる。
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��� �章の結論
本章では，連続体シェル構造の幾何学的な特性を評価する指標として代数不変量を採用し，最適化問題の制約条件

に組み込むことで，意匠性や建築計画を考慮することを目的とした形状最適化手法を提案し，様々な最適化例を通じ
て手法の有効性を検証した。
まず，曲面の形状表現の自由度を損なうことなく最適化の際の未知量の数を低減させるため，ベジエ曲面により曲

面形状を表現し，問題設定をおこなった。最適化モデルは，様々な平面形状に幅広く本手法を適用するために，テン
ソル積ベジエ曲面で形状表現されたものと，三角形パッチベジエ曲面により形状表現されたものをそれぞれ複数取り
扱った。本章における連続体シェル構造の形状最適化問題は，体積制約下においてひずみエネルギーを最小化すると
いう純粋な構造最適化問題を基本とし，これに代数不変量制約を導入することで幾何学的特性を考慮しようというも
のである。得られた主要な結果は以下のようにまとめられる。

�� 連続体シェルに対してひずみエネルギーを最小化すると，平面形状，境界条件の違いに関わらず剛性を大きく
向上させることができ，同時に最大主応力や最大鉛直変位といった他の力学量を低減できる。

�� 曲面の数箇所で点支持された連続体シェルでは，平面形状によらず，支持点間のライズをカテナリー状に上昇
させることでひずみエネルギーを抑制する。

�� � 不変量の値を制御することで，シェル曲面の局所的な凹凸の程度をコントロールすることができる。
�� � 不変量の値を制御することで，シェル曲面の局所的な山谷の程度をコントロールすることができる。
�� �不変量の値を制御することで，シェル曲面の球らしさをコントロールすることができる。

��，��の結果については，既往の研究である程度示されているが，本研究のように多様な最適化モデルを対象とし
たことで，ひずみエネルギー最小化という剛性を高める手法の汎用性が示されたと言える。��，��，��に示したよう
に，曲面の代数不変量を制約条件に導入することで，曲面形状の特徴量の操作が可能となった。
今回は，ケーススタディとして簡単な最適化モデルに対して無作為に設定した任意の点において代数不変量制約を

導入したが，実際の設計において本手法を適用することを想定した場合，見た目の美しさや，内部空間の確保などと
いった構造物に要求される非力学的要求に応じて制約条件等の設定を適切に施す必要がある。また，�つ目の解析モ
デルのように，�つの曲面を複数のベジエパッチのつなぎ合わせによって表現する場合は，境界部分での傾きや曲率
の連続性は保証されないので，それらの連続性が求められる場合には，制御点の位置や境界部の曲率に制約を与える
必要がある。
力学的合理性を大きく失うことなく曲面形状の凹凸や山谷，球らしさといった幾何学的特性をコントロールできれ

ば，複雑な境界形状および曲面形状を有するシェル構造物を設計する際に，構造物に要求される様々な非力学的性能
を考慮する上で有効に寄与すると考えられる。設計の初期段階において意匠性や建築計画を対話的に評価しつつ曲面
形状を決定する上で，代数不変量が有効な指標になると考えられる。





		

第 �章

ひずみエネルギーと展開可能性を考慮した連続
体シェルの形状最適化

��� 概説
本章では，連続体シェル構造物に対して，ひずみエネルギーを目的関数とし，第 ���節で概説した可展条件を制約

条件に導入した単一目的最適化問題を定式化し，双方を考慮したシェル形状を最適化によって求める。�章同様，ひ
ずみエネルギーを最小化し，シェルの総体積を制約することに加えて，施工性の指標として曲面の展開可能性に着目
し，曲面を施工性に優れた可展面で形成されるように可展条件を制約条件に導入することで，建築構造物に要求され
る様々な要求を同時に考慮することを目的とする。可展面である曲面は，錐や筒，線織面の一部といった限られた種
類しか存在せず，曲面全体を可展面とすることは形状表現の自由度が大きく損なわれることとなる。そこで本研究で
は，曲面をいくつかの区分領域に分割し，区分領域がそれぞれ独立に可展面となるような問題を考え，可展面のつな
ぎ合わせにより表現される形態の創生を試みる。シェルの曲面形状はベジエ曲面により表現する。
第 ���節では，曲面の区分領域分割について述べる。
第 ���節では，区分領域がテンソル積ベジエ曲面により形状記述される連続体シェルに対して，可展条件制約を導

入した形状最適化問題を定式化し，それらを解くことで得られた解の幾何学的特性および力学的特性について考察
する。
第 ���～���節では，区分領域が三角形パッチベジエ曲面により形状記述される連続体シェルに対して，可展条件制

約を導入した形状最適化問題を定式化し，それらを解くことで得られた解の特徴について考察する。
第 ���節では，本章で提案した形状最適化手法により得られた結論を述べる。
第 ���節では，実際に模型を製作することで，最適化で得られた最適曲面と同様の曲面が平面から製作可能である

ことを示す。
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本章での最適化問題での共通事項は以下のとおりである。

� 応力算定は有限要素法による線形静的解析によりおこなう。
� 有限要素は三角形平面シェル要素��を用いる。
� 材料は鋼材とし，ヤング率を ��6�#，ポアソン比を 
���とする。
� 外力は自重として単位体積重量 ��% �2� を作用させる。
� シェル厚は一様に 
��2とする。
� 最適化問題の定式化に際し，変位の自由度を �，節点変位ベクトルを � � *	，線形弾性剛性マトリクスを

� � *	�	，シェル中央面の総面積を �，支点の � 座標を ��� で表わす。
� 初期形状の値を下添え字の 
で表わす。

本章で目的関数あるいは制約条件関数とする数学的指標は，ひずみエネルギー，シェルの面積，�� 不変量であり，
それらすべての感度解析については前章までにすでに定式化済みであるので，そちらを参照されたい。

��� 区分領域の設定
可展面である曲面は，錐や筒，線織面の一部といった限られた種類しか存在しないため，曲面全体を可展面とする

と形状表現の自由度が大きく損なわれることとなる。また，支持点を不動とした場合には，そもそもその点を動かさ
なければ可展面を形成できないといった状況も予想される。そこで本研究では，曲面をいくつかの区分領域に分割し，
区分領域がそれぞれ独立に可展面となるような問題を考え，可展面のつなぎ合わせにより表現される形態 �区分的可
展面�の創生を試みる。そのために，区分領域に分けられた曲面をそれぞれ独立にベジエ曲面により離散化し，隣同
士のベジエパッチは境界部において制御点を共有するような形状表現をおこなうこととする。なお，可展面は単純な
曲面であり，任意の可展面はベジエ曲面により �ベジエ曲面の次数の範囲で�容易に記述することが可能である��
 ���。

図 ��� 曲面を区分領域に分割し，それぞれ独立にベジエ曲面で記述した例

次節以降，幾何学的制約を考慮した様々な最適化問題を定式化し，その最適化結果を示す。最適化結果の表記での
共通事項は以下のとおりである。

� 変形図の点線は荷重作用前の形状を，実線は荷重作用時の変位を �
～�

倍にして表した形状を示している。
� 変形図中の ���� として示した値は各節点の鉛直方向変位のうち最大の値を表す。
� 膜応力分布図において，実線，点線はそれぞれ各要素図心における圧縮応力，引張応力を表し，線の長さは主
応力の大きさを表す。

� 膜応力分布図中の 0
��� は各要素図心における引張応力の最大値，0���� は圧縮応力の最大値である。
� 曲げ応力分布図中の 0���� は各要素図心の曲げモーメントによる縁応力の絶対値のうちで最大の値を表して
いる。

�� 面内変形要素には定ひずみ要素を，面外変形要素には ���	������� らの非適合三角形要素を採用する。
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��� �	�領域ベジエパッチにより形状記述される正方形平面を有するシェル
����� 最適化モデル

�つ目の最適化モデルは，�章におけるモデル �と同様であり，形状記述もモデル �と同様にテンソル積ベジエ曲
面によりおこなう。ただし，制御点は曲面の ���領域に �
 �の格子状に配置し，�つのベジエパッチを連結させて
全体の曲面形状を表現することとする。最適化の際の設計変数は，���領域ベジエパッチを形成する制御点 �図の黒
点�の � 座標 �� とする。残りの制御点 �図の白点�は対称性を考慮して生成する。各ベジエパッチは隣り合う辺上の
制御点を共有する。設計変数の個数は ��である。ここで，ベジエパッチは ���領域で閉じているため，境界面にお
いては曲面の曲率の連続性は必ずしも保たれない。弾性解析についても対称性を考慮し ���の部分を弾性解析の対象
とし，対称面での法線方向の変位を全てゼロ，さらに対称面の面外への回転をゼロとする。要素分割は ���要素とす
る。外力，材料定数，断面形状などは，���節の最後に示した通りである。
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図 ��� 最適化モデル �




� 第 �章 ひずみエネルギーと展開可能性を考慮した連続体シェルの形状最適化

����� 例題 �：代数不変量制約を与えない場合

最適化概要
次の最適化問題を考える。
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この最適化問題は，支持点を不動とし，シェル中央面の面積を初期形状の値以下とする制約条件のもとでひずみエネ
ルギーを最小化する問題である。なお，最適化モデルはシェル厚を一様としているため，面積制約は体積制約と同義
であり，極めてライズの大きい非現実的な形状が得られることを防ぎ，さらに，設計変数の許容領域を限定して解の
収束性を高めるとともに，材料コストを抑えるという意味で経済的指標の役割も果たす。

最適化結果と考察
最適性条件を満足し，最適化は終了した。本手法により得られた最適解曲面の形状を図 ����-�に示す。また，比較

の対象として，初期解曲面の形状を図 ����#�に示す。各図で上方にアイソメトリック図を，下方には立面図をそれぞ
れ示す。初期形状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 ����#���-�にそれぞれ示す。初期形状および
最適形状のシェル中央面の膜応力，および曲げモーメントによる縁応力の分布図を図 ����#���-�および図 ����#���-�

にそれぞれ示す。
図 ���を見ると，���領域のベジエパッチにより形状表現をおこなった最適解は，領域全体をベジエ曲面により表

現した時の最適解の形状図 ���とほぼ同じ形状をしていることがわかる。
図 ���を見ると，最適形状の自重作用時の変位は，初期形状に比べ大幅に低減されていることがわかる。最大鉛直

変位は初期形状からおよそ 	�％低減されており，剛性が飛躍的に上昇している。この結果は，ひずみエネルギーの
力学的評価指標としての有効性を示すものである。
図 ���および図 ���を見ると，最適化をおこなうことで曲げ応力が非常に小さくなっていることが確認できる。初

期形状において支持部が負担していた曲げ応力が抑制される代わりに，全体として膜応力によって外力に対し抵抗す
る力学的メカニズムに変化している。また，初期形状において支持部から側部にかけて生じていた引張力は，最適形
状ではその代わりにシェル全面に圧縮力が生じ，それらは支持点に向かって滑らかに流れるように効率的に分布して
いる。
以上，シェル形状，力学性状ともに，問題 ����	�とほぼ同等の最適化結果が得られた。したがって，ベジエパッチ

を ���領域で区分的に分割し，対称性を考慮して設計変数を減らした場合でも，十分に優れた力学性能を有する最適
形状が得られることが確認された。
以降，本最適化結果をもとにして，式 �����に可展条件制約の導入を試みる。



��� ���領域ベジエパッチにより形状記述される正方形平面を有するシェル 
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� 第 �章 ひずみエネルギーと展開可能性を考慮した連続体シェルの形状最適化

����� 例題 �：可展条件を導入する場合

最適化概要
次の最適化問題を考える。
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この最適化問題は，問題 �����に加えて，曲面の ���領域が可展面となるような � 不変量制約を導入している。�

不変量制約の導入数については，ベジエ曲面の制御点が �
 �の格子状に配置されていること踏まえ，それよりも多
く �
 �の格子状に全体に均一に導入した。

最適化結果と考察
最適性条件を満足し，最適化は終了した。本手法により得られた最適解曲面の形状を図 ����-�に示す。また，比較

の対象として，初期解曲面の形状を図 ����#�に示す。各図で上方にアイソメトリック図を，下方には立面図をそれぞ
れ示す。初期形状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 ����#���-�にそれぞれ示す。初期形状および
最適形状のシェル中央面の膜応力，および曲げモーメントによる縁応力の分布図を図 ��	�#���-�および図 ���
�#���-�

にそれぞれ示す。
また，初期形状および最適形状の鉛直方向座標に関する等高線図を図 �����#���-�にそれぞれ示す。
最後に，曲面形状の �次元データから，初期形状および最適形状について，展開図が作成可能な場合には，図 ����

にその展開図を示した。
図 ���を見ると，最適解は，側部のライズが上昇し，ひずみエネルギーは初期解からおよそ ��％減少していること

がわかる。
図 ���を見ると，最適形状の自重作用時の変位は，初期形状に比べ低減されているが，単一にひずみエネルギーを



��� ���領域ベジエパッチにより形状記述される正方形平面を有するシェル 
�

減少させた問題 �����の最適解と比較すると大きく変形が発生する結果となった。。最大鉛直変位は初期形状からおよ
そ ��％低減されており，剛性は高められているものの，�つの四角形に区分分割した領域をそれぞれ可展面とする厳
しい幾何学的制約条件により，力学的合理性を劇的に改善するには至っていない。
図 ��	および図 ���
を見ると，問題 �����の最適解と比較すると若干の曲げ応力の発生を許しているものの，全体

として膜応力によって外力に対し抵抗する力学的メカニズムを有していることがわかる。
�� 不変量は，制約を与えた ��の点において 
となっているだけで，その他の点において 
となる保証はない。し

かしながら，図 ����を見ると，等高線は概ね平行な直線となっており，可展面が実現できていることがうかがえる。
その証拠として，図 �����-�に示すように最適形状の展開図を作成することができた。なお，初期形状は可展面では
ないため，展開図を作成することはできない。すなわち，十分に多くの点で �� 不変量を 
に制約することにより，曲
面全体でガウス曲率がほぼ 
となる曲面が得られることが確認された。ガウス曲率を 
に制約する点の個数は，理論
的には多ければ多いほど厳密な可展面が得られるが，その反面最適解への収束性は低下する。ベジエ曲面の次数は制
御点の数に依存するので，制御点の数より多く制約点を与えてやれば，本最適化のように曲面全体でガウス曲率の値
をほぼ 
に抑えることができる。この結果を踏まえ，以降の最適化においても，可展条件として導入する � 不変量制
約は，制御点の個数を上回る数を曲面全体に格子状に導入することとする。
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� 第 �章 ひずみエネルギーと展開可能性を考慮した連続体シェルの形状最適化

��� 三角形ベジエパッチの連結により形状記述される異形平面を有するシェル �

����� 最適化モデル

�つ目の最適化モデルは，図に示すような三角形平面を複数組み合わせた異形平面を有するシェル構造物とする。
ここで，支持条件は端部すべてをピン支持とし，平面形状で鋭角となっている頂点 �つを固定支持とする。初期形状
は次のような双 �次関数で与える。
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図 ���� 最適化モデル �

ここで，支点を含む平面の中央を座標の原点とし，スパン �
2，ライズ �2 �	 G �
� 
 G �

�
�� � G �(	�
��と

する。形状記述は三角形パッチベジエ曲面によりおこなう。ただし，�つのベジエパッチを連結させて全体の曲面形状
を表現することとし，各ベジエパッチにおいて制御点は曲面の ���領域に �
 �の格子状に配置する。各ベジエパッ
チは隣り合う辺上の制御点を共有する。最適化の際の設計変数は，支持点を不動とするために支持点上の制御点を除
いた，���領域の制御点 �図の黒点�の � 座標 �� とする。残りの制御点は対称性を考慮して生成する。そのため，設
計変数の個数は ��である。ここで，ベジエパッチは ���領域で閉じているため，境界面においては曲面の曲率の連
続性は必ずしも保たれない。弾性解析はフルモデル解析とし，要素分割は ���要素とする。外力，材料定数，断面形
状などは，���節の最後に示した通りである。



��� 三角形ベジエパッチの連結により形状記述される異形平面を有するシェル � 
	

����� 例題 �：代数不変量制約を与えない場合

最適化概要
次の最適化問題を考える。
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この最適化問題は，支持点を不動とし，シェル中央面の面積を初期形状の値以下とする制約条件のもとでひずみエネ
ルギーを最小化する問題である。支持点の不動条件はあらかじめ設計変数を選好することで考慮されている。なお，
最適化モデルはシェル厚を一様としているため，面積制約は体積制約と同義であり，極めてライズの大きい非現実的
な形状が得られることを防ぎ，さらに，設計変数の許容領域を限定して解の収束性を高めるとともに，材料コストを
抑えるという意味で経済的指標の役割も果たす。

最適化結果と考察
最適性条件を満足し，最適化は終了した。本手法により得られた最適解曲面の形状を図 �����-�に示す。また，比

較の対象として，初期解曲面の形状を図 �����#�に示す。各図で上段にアイソメトリック図を，中断および下段には
立面図をそれぞれ示す。
また，初期形状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 �����#���-�にそれぞれ示す。
また，初期形状および最適形状のシェル中央面の膜応力，および曲げモーメントによる縁応力の分布図を図

�����#���-�および図 �����#���-�にそれぞれ示す。
図 ����を見ると，���領域ごとのベジエパッチの連結により形状表現をおこなった最適解は，曲面上におけるベジ

エパッチのつなぎ目部分の曲率の連続性は保証されないが，十分滑らかな曲面形状を有していることがわかる。�つ
の固定支持点間のライズはカテナリー状に上昇しており，ひずみエネルギーの値は初期形状からおよそ �	％低減さ
れている。
図 ����を見ると，最適形状の自重作用時の変位は，初期形状に比べ大幅に低減されていることがわかる。最大鉛直

変位は初期形状からおよそ �	％低減されており，剛性が飛躍的に上昇している。
図 ����および図 ����を見ると，最適化をおこなうことで曲げ応力が非常に小さくなっていることが確認できる。

初期形状においてピン支持とした辺の端部に生じていた引張力は，最適形状において消失しており，代わりにシェル
内部に一様に圧縮力が生じ，それらは固定支持とした �つの節点に向かって増大しながら滑らかに流れるように効率
的に分布している。
以上，シェル形状，力学性状ともに，問題 ����	�において得られたような圧縮抵抗型の力学的メカニズムを有する

最適形状が得られた。したがって，このような異形平面を有するシェルに対して，ベジエパッチを ���領域で区分的
に分割し，対称性を考慮して設計変数を減らした場合でも，十分に優れた力学性能を有する最適形状が得られること
が確認された。
以降，本最適化結果をもとにして，式 �����に可展条件制約の導入を試みる。
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����� 例題 �：可展条件を導入する場合

最適化概要
次の最適化問題を考える。
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この最適化問題は，問題 �����に加えて，曲面の ���領域がそれぞれ可展面となるような � 不変量制約を導入して
いる。

最適化結果と考察
最適性条件を満足し，最適化は終了した。本手法により得られた最適解曲面の形状を図 �����-�に示す。また，比

較の対象として，初期解曲面の形状を図 �����#�に示す。各図で上方にアイソメトリック図を，下方には立面図をそ
れぞれ示す。
また，初期形状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 ���	�#���-�にそれぞれ示す。
また，初期形状および最適形状のシェル中央面の膜応力，および曲げモーメントによる縁応力の分布図を図

���
�#���-�および図 �����#���-�にそれぞれ示す。
また，初期形状および最適形状の鉛直方向座標に関する等高線図を図 �����#���-�にそれぞれ示す。
最後に，曲面形状の �次元データから，初期形状および最適形状について，展開図が作成可能な場合には，図 ����

にその展開図を示した。
図 ����を見ると，最適解は，問題 �����の最適解と同様に，固定支持点間のライズが上昇し，ひずみエネルギーは

初期解から大幅に低減されていることが確認できる。
図 ���	を見ると，最適形状の自重作用時の変位は，単一にひずみエネルギーを減少させた問題 �����の最適解には

及ばないものの，初期形状に比べ大幅に低減されていることがわかる。最大鉛直変位は初期形状からおよそ ��％低
減されており，剛性が大きく上昇していることが数値的にも見てとれる。
図 ���
および図 ����を見ると，初期形状と比べて最適形状は曲げ応力が非常に小さくなっており，これまでの最

適化モデルにおける結果とと同様に全体として膜応力によって外力に対し抵抗する力学的メカニズムに変化している。
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最適化モデル �における可展面は，ひずみエネルギー最小解と比べ剛性のはっきりとした低下がみられたが，本モデ
ルにおいては，可展条件制約という厳しい制約条件下においても，問題 �����の最適解とほぼ同様の力学性状を示す
解が得られることが確認された。これは，区分領域の分割を三角形とした方が可展面を容易に形成でき，形状表現の
自由度が高いためと考えられる。これを踏まえ，以降の最適化モデルでは，区分領域は三角形に分割することとする。

�� 不変量は，制約を与えた点において 
となっているだけで，その他の点において 
となる保証はない。しかしな
がら，図 ���
を見ると，等高線は概ね平行な直線となっており，可展面が実現できていることがうかがえる。実際，
図 �����-�のように，最適形状においては展開図を作成することができた。なお，初期形状は可展面ではないため，
展開図を作成することはできない。先ほどのモデルと同様，十分に多くの点で �� 不変量を 
に制約することにより，
曲面全体でガウス曲率がほぼ 
となる曲面が得られることが確認された。
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��� 三角形ベジエパッチの連結により形状記述される異形平面を有するシェル �

����� 最適化モデル

�つ目の最適化モデルは，図に示すような三角形平面を複数組み合わせた異形平面を有するシェル構造物とする。
ここで，支持条件は図に黒点で示した �ヶ所を固定支持とする。初期形状は次のような双 �次関数で与える。

� G ���� � 	����� � 
�� �����

ここで，支点を含む平面の中央を座標の原点とし，スパン �
2，ライズ �2 �	 G �
� 
 G �

�
�� � G �(	�
��とす

る。形状記述は三角形パッチベジエ曲面によりおこなう。ただし，�個のベジエパッチを連結させて全体の ���の曲
面形状を表現することとし，各ベジエパッチにおいて制御点は曲面の ���領域に �
 �の格子状に配置する。各ベジ
エパッチは隣り合う辺上の制御点を共有する。最適化の際の設計変数は，支持点を不動とするために支持点上の制御
点を除き，対称性を考慮し，���領域の制御点 �図の黒点�の � 座標 �� とする。残りの制御点は対称性を考慮して生
成する。そのため，設計変数の個数は ��である。ここで，ベジエパッチは ���領域で閉じているため，境界面にお
いては曲面の曲率の連続性は必ずしも保たれない。弾性解析についても対称性を考慮し ���の部分を弾性解析の対象
とし，対称面での法線方向の変位を全てゼロ，さらに対称面の面外への回転をゼロとする。要素分割は ��
要素とす
る。外力，材料定数，断面形状などは，���節の最後に示した通りである。
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図 ���� 最適化モデル �
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����� 例題 �：代数不変量制約を与えない場合

最適化概要
次の最適化問題を考える。
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この最適化問題は，支持点を不動とし，シェル中央面の面積を初期形状の値以下とする制約条件のもとでひずみエネ
ルギーを最小化する問題である。支持点の不動条件はあらかじめ設計変数を選好することで考慮されている。なお，
最適化モデルはシェル厚を一様としているため，面積制約は体積制約と同義であり，極めてライズの大きい非現実的
な形状が得られることを防ぎ，さらに，設計変数の許容領域を限定して解の収束性を高めるとともに，材料コストを
抑えるという意味で経済的指標の役割も果たす。

最適化結果と考察
最適性条件を満足し，最適化は終了した。本手法により得られた最適解曲面の形状を図 �����-�に示す。また，比

較の対象として，初期解曲面の形状を図 �����#�に示す。各図で上方にアイソメトリック図を，下方には立面図をそ
れぞれ示す。また，弾性解析は対称性を考慮し，���部分を対象としたため，目的関数および制約条件関数の値は ���
部分での値であるため，それぞれを �倍した値を図中に記した。
また，初期形状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 �����#���-�にそれぞれ示す。
また，初期形状および最適形状のシェル中央面の膜応力，および曲げモーメントによる縁応力の分布図を図

�����#���-�および図 �����#���-�にそれぞれ示す。
図 ����を見ると，���領域ごとのベジエパッチの連結により形状表現をおこなった最適解は，曲面上におけるベジ

エパッチのつなぎ目部分の曲率の連続性は保証されないが，十分滑らかな曲面形状を有していることがわかる。支持
点間のライズはカテナリー状に上昇しており，ひずみエネルギーの値は初期形状からおよそ �	％低減されている。
図 ����を見ると，最適形状の自重作用時の変位は，初期形状に比べ大幅に低減されていることがわかる。最大鉛直

変位は初期形状からおよそ 	�％低減されており，剛性が飛躍的に上昇している。
図 ����および図 ����を見ると，最適化をおこなうことで曲げ応力が非常に小さくなっていることが確認できる。

初期形状において支持部が負担していた曲げ応力が抑制される代わりに，全体として膜応力によって外力に対し抵抗
する力学的メカニズムに変化している。また，初期形状において辺の中央にある支持点の周りに生じていた引張力は，
最適形状では消失し，その代わりにシェル全面に圧縮力が生じ，それらは支持点に向かって滑らかに流れるように効
率的に分布している。
以上，シェル形状，力学性状ともに，問題 ����	�において得られたような圧縮抵抗型の力学的メカニズムを有する

最適形状が得られた。したがって，ベジエパッチを ���領域で区分的に分割した場合でも，十分に優れた力学性能を
有する最適形状が得られることが確認された。
以降，本最適化結果をもとにして，式 �����に可展条件制約の導入を試みる。
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����� 例題 �：可展条件を導入する場合

最適化概要
次の最適化問題を考える。
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この最適化問題は，問題 �����に加えて，曲面の ���領域がそれぞれ可展面となるような � 不変量制約を導入して
いる。

最適化結果と考察
最適性条件を満足し，最適化は終了した。本手法により得られた最適解曲面の形状を図 ���	�-�に示す。また，比

較の対象として，初期解曲面の形状を図 ���	�#�に示す。各図で上方にアイソメトリック図を，下方には立面図をそ
れぞれ示す。また，弾性解析は対称性を考慮し，���部分を対象としたため，目的関数および制約条件関数の値は ���
部分での値であるため，それぞれを �倍した値を図中に記した。
また，初期形状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 ���
�#���-�にそれぞれ示す。
また，初期形状および最適形状のシェル中央面の膜応力，および曲げモーメントによる縁応力の分布図を図

�����#���-�および図 �����#���-�にそれぞれ示す。
また，初期形状および最適形状の鉛直方向座標に関する等高線図を図 �����#���-�にそれぞれ示す。
最後に，曲面形状の �次元データから，初期形状および最適形状について，展開図が作成可能な場合には，図 ����

にその展開図を示した。
図 ���	を見ると，最適解は，問題 �����の最適解と同様に，支持点間のライズが上昇し，ひずみエネルギーは初期

解からおよそ ��％低減できていることがわかる。
図 ���
を見ると，最適形状の自重作用時の変位は，単一にひずみエネルギーを減少させた問題 �����の最適解に匹

敵するほど小さく，初期形状に比べ大幅に低減されていることがわかる。最大鉛直変位は初期形状からおよそ 	
％低
減されており，剛性が上昇している。
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図 ����および図 ����を見ると，初期形状と比べて最適形状は曲げ応力が非常に小さくなっており，全体として膜
応力によって外力に対し抵抗する力学的メカニズムに変化している。曲げ応力，膜応力分布ともに問題 �����の最適
解と類似した傾向にある。可展条件制約という厳しい制約条件下においても，問題 �����の最適解とほぼ同様の力学
性状を示していることが確認された。

�� 不変量は，制約を与えた点において 
となっているだけで，その他の点において 
となる保証はない。しかし
ながら，図 ����を見ると，等高線は概ね直線となっており，可展面が実現できていることがうかがえる。実際，図
�����-�のように，最適形状においては展開図を作成することができた。なお，初期形状は可展面ではないため，展
開図を作成することはできない。さきほどのモデルと同様，十分に多くの点で �� 不変量を 
に制約することにより，
曲面全体でガウス曲率がほぼ 
となる曲面が得られることが確認された。
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��� 三角形ベジエパッチの連結により形状記述される異形平面を有するシェル �

����� 最適化モデル

�つ目の最適化モデルは，図に示すような三角形平面を複数組み合わせた異形平面を有するシェル構造物とする。
ここで，支持条件は平面形状で鈍角となっている頂点を固定支持とする。初期形状は円筒シェルを �つ組み合わせた
形状とする。ここで，各円筒シェルの曲率半径は �
��2とした。形状記述は三角形パッチベジエ曲面によりおこな
う。ただし，�個のベジエパッチを連結させて全体の ���の曲面形状を表現することとし，各ベジエパッチにおいて
制御点は曲面の ���領域に �
 �の格子状に配置する。各ベジエパッチは隣り合う辺上の制御点を共有する。最適化
の際の設計変数は，支持点を不動とするために支持点上の制御点を除き，かつ対称性を考慮し ���領域の制御点 �図
の黒点�の � 座標 �� とする。残りの制御点は対称性を考慮して生成する。そのため，設計変数の個数は ��である。
ここで，ベジエパッチは ���領域で閉じているため，境界面においては曲面の曲率の連続性は必ずしも保たれない。
弾性解析については対称性を考慮し ���の部分を弾性解析の対象とし，対称面での法線方向の変位を全てゼロ，さら
に対称面の面外への回転をゼロとする。要素分割は ���要素とする。外力，材料定数，断面形状などは，���節の最
後に示した通りである。
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��� 三角形ベジエパッチの連結により形状記述される異形平面を有するシェル � ���

����� 例題 �：代数不変量制約を与えない場合

最適化概要
次の最適化問題を考える。
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この最適化問題は，支持点を不動とし，シェル中央面の面積を初期形状の値以下とする制約条件のもとでひずみエネ
ルギーを最小化する問題である。支持点の不動条件はあらかじめ設計変数を選好することで考慮されている。なお，
最適化モデルはシェル厚を一様としているため，面積制約は体積制約と同義であり，極めてライズの大きい非現実的
な形状が得られることを防ぎ，さらに，設計変数の許容領域を限定して解の収束性を高めるとともに，材料コストを
抑えるという意味で経済的指標の役割も果たす。

最適化結果と考察
最適性条件を満足し，最適化は終了した。本手法により得られた最適解曲面の形状を図 �����-�に示す。また，比

較の対象として，初期解曲面の形状を図 �����#�に示す。各図で上方にアイソメトリック図を，下方には立面図をそ
れぞれ示す。また，弾性解析は対称性を考慮し，���部分を対象としたため，目的関数および制約条件関数の値は ���
部分での値であるため，それぞれを �倍した値を図中に記した。
また，初期形状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 �����#���-�にそれぞれ示す。
また，初期形状および最適形状のシェル中央面の膜応力，および曲げモーメントによる縁応力の分布図を図

�����#���-�および図 ���	�#���-�にそれぞれ示す。
図 ����を見ると，���領域ごとのベジエパッチの連結により形状表現をおこなった最適解は，曲面上におけるベジ

エパッチのつなぎ目部分の曲率の連続性は保証されないが，十分滑らかな曲面形状を有しいることがわかる。半円状
に結ばれていた支持点間の形状は，カテナリーアーチへと変化し，ひずみエネルギーは初期形状からおよそ 	
％低
減されている。
図 ����を見ると，最適形状の自重作用時の変位は，初期形状に比べ大幅に低減されていることがわかる。最大鉛直

変位は初期形状からおよそ 	�％低減されており，剛性が飛躍的に上昇している。
図 ����および図 ���	を見ると，最適化をおこなうことで曲げ応力が非常に小さくなっていることが確認できる。

初期形状において支持部が負担していた曲げ応力が抑制される代わりに，全体として膜応力によって外力に対し抵抗
する力学的メカニズムに変化している。また，初期形状において生じていた引張力は，最適形状において消失し，圧
縮力が支配的となっている。
以上，シェル形状，力学性状ともに，問題 ����	�において得られたような圧縮抵抗型の力学的メカニズムを有する

最適形状が得られた。したがって，ベジエパッチを ���領域で区分的に分割し，対称性を考慮して設計変数を減らし
た場合でも，十分に優れた力学性能を有する最適形状が得られることが確認された。
以降，本最適化結果をもとにして，式 ���	�に可展条件制約の導入を試みる。
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����� 例題 �：可展条件を導入する場合

最適化概要
次の最適化問題を考える。

2!$!2!�+ ����� G
�

�
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������ �� 	 

���
� ���� G 


�������� ����
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$��� %�� � E�(��� �(��� �(��� �(��� 	(��� ��(��F� �� G �� � � � � ���

この最適化問題は，問題 ���	�に加えて，曲面の ���領域がそれぞれ可展面となるような � 不変量制約を導入して
いる。

最適化結果と考察
最適性条件を満足し，最適化は終了した。本手法により得られた最適解曲面の形状を図 ���
�-�に示す。また，比

較の対象として，初期解曲面の形状を図 ���
�#�に示す。各図で上方にアイソメトリック図を，下方には立面図をそ
れぞれ示す。また，弾性解析は対称性を考慮し，���部分を対象としたため，目的関数および制約条件関数の値は ���
部分での値であるため，それぞれを �倍した値を図中に記した。
また，初期形状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 �����#���-�にそれぞれ示す。
また，初期形状および最適形状のシェル中央面の膜応力，および曲げモーメントによる縁応力の分布図を図
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�����#���-�および図 �����#���-�にそれぞれ示す。
また，初期形状および最適形状の鉛直方向座標に関する等高線図を図 �����#���-�にそれぞれ示す。
最後に，曲面形状の �次元データから，初期形状および最適形状について，展開図が作成可能な場合には，図 ����

にその展開図を示した。
図 ���
を見ると，最適解は，問題 ���	�の最適解と同様に，半円状に結ばれていた支持点間の形状は，カテナリー

アーチへと変化し，ひずみエネルギーは初期解からおよそ ��％減少していることがわかる。
図 ����を見ると，最適形状の自重作用時の変位は，単一にひずみエネルギーを減少させた問題 ���	�の最適解には

及ばないものの，初期形状に比べ大幅に低減されていることがわかる。最大鉛直変位は初期形状からおよそ �	％低
減されており，剛性が上昇している。
図 ����および図 ����を見ると，問題 ���	�の最適解と比較すると若干の曲げ応力の発生を許しているものの，全

体として膜応力によって外力に対し抵抗する力学的メカニズムを有していることがわかる。
�� 不変量は，制約を与えた点において 
となっているだけで，その他の点において 
となる保証はない。しかし

ながら，図 ����を見ると，シリンダーを組み合わせたような形状となっていることがうかがえ，可展面が実現できて
いることがわかる。実際，図 �����-�のように，最適形状においては展開図を作成することができた。すなわち，十
分に多くの点で �� 不変量を 
に制約することにより，曲面全体でガウス曲率がほぼ 
となる曲面が得られることが
確認された。なお，本最適化モデルは初期形状をシリンダーのつなぎ合わせたものとしたので，初期形状も可展面で
あり，展開図の作成が可能である。しかし，初期形状の力学性状が示す通り，同じ可展面であっても，形状の違いに
より力学的合理性に著しい差異があり，初期形状は可展面であっても力学的に不合理な形状であり，設計者の直感に
よって力学的合理性の高い可展面を考えることは困難であると考えられる。そのため，力学的合理性を高める形状最
適化問題に可展条件を導入することは双方を両立した曲面形状を求める上で非常に有効であると考えられる。
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��� �章の結論
本章では，連続体シェル構造の施工性を評価する指標として曲面の平面への展開可能性に着目し，最適化問題の制

約条件に可展条件を組み込むことで，施工性を考慮することを狙った形状最適化手法の提案をおこない，様々な最適
化例を通じて手法の有効性を検証した。
まず，曲面の形状表現の自由度を損なうことなく最適化の際の未知量を低減させるため，ベジエ曲面により任意の

曲面形状を表現し，問題設定をおこなった。曲面全体を可展面とすることは，非常にきつい幾何学的制約を課すこと
となり，形状表現の自由度が大幅に失われ，支持点の不動条件によっては解が得られない場合もある。そこで本研究
では，曲面をいくつかの区分領域に分割し，それぞれを独立にベジエ曲面で表現するという手法を提案した。最適化
モデルは，区分領域を四角形に分割し，分割された曲面がそれぞれテンソル積ベジエ曲面で形状表現されたものと，
区分領域を三角形に分割し，分割された曲面がそれぞれ三角形パッチベジエ曲面により形状表現されたものを取り
扱った。本章における連続体シェル構造の形状最適化問題は，体積制約下においてひずみエネルギーを最小化すると
いう純粋な構造最適化問題を基本とし，これに可展条件制約を導入することで区分的可展面を生成しようというもの
である。得られた主要な結果は以下のようにまとめられる。

�� ガウス曲率と同義である �� 不変量を区分領域に分割したそれぞれの曲面全体で 
とすることで，区分的可展
面の生成が可能である。

�� �� 不変量制約は，少なくとも制御点の個数より多く曲面全体に配置すれば，曲面全体としても �� 不変量がほ
ぼ 
となる曲面が得られる。

�� 本手法により得られた区分的可展面は，区分領域ごとの展開図の作成が可能である。
�� 可展面とする区分領域の分割の方法は，四角形分割とするよりも三角形分割とする方が形状表現の自由度が
高い。

��については，区分領域を三角形とした最適化モデル �～�において本手法により得られた可展面は，ひずみエネ
ルギー最小解に匹敵する優良な力学特性を有していたのに対し，区分領域を四角形とした最適化モデル �において本
手法により得られた可展面は，初期形状よりは力学的合理性は高いもののひずみエネルギー最小解と比べると大きく
劣る結果となったことと関係している。可展面はその名の通り，平面に展開可能な曲面，逆にいえば，平面から作る
ことのできる曲面である。平面は，�点が決まれば一意に決まる。ところが，�点を決めてしまうと，場合によっては
平面を作ることはできない。可展面においても同様の性質があり，�点を含む曲面を �単位とするよりも，�点を含
む曲面を �単位とした方が，可展条件という厳しい制約条件下における形状表現の自由度が高いといえる。本章では，
区分領域を四角形としたモデルは �つしか示していない。その理由は，区分領域を四角形として可展面を作成した場
合，形状表現の自由度が低くモデルによっては解が存在しなかったためである。一方で，区分領域を三角形とした場
合，本章に示した最適化例のように様々な平面形状並びに境界条件を有するモデルに本手法が適用可能であることが
わかった。
本章で扱った最適化モデルは，コンクリートシェルを想定している。コンクリートシェルの型枠作成を考えたとき，

一般に，曲面が線材で構成される線織面 ��� が高い施工性を有しているといわれており，実際，国内外において実構
造物として実現されているシェルの多くは，��曲面などの線織面で形成されている。可展面とは，線織面の 6#)11

曲率が 
となった特別な場合であり，曲面を線材ではなく面材で構成することが可能であるため，線織面よりもさら
に高い施工性を有していると考えられる。本手法により，力学的合理性を大きく損なうことなく曲面を区分的に可展
面とすることができれば，設計において重要な非力学的側面である施工性の高い曲面を提案することができる。本論
文では比較的単純なモデルを扱ったが，平面形状や区分領域の設定方法の違いなどにより様々な可展面を生み出すこ
とができた。可展面自体はシンプルな曲面であり，その形状は限られているが，平面形状，境界条件，区分領域の分



��� �章の結論 ���

割方法などを変更することである程度多様性のある曲面を生み出すことが可能であると考えられる。
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��
 模型製作による検証
���

の簡易模型を製作することで，実際に平面から製作可能であることを確かめる。製作するモデルは �番目の

最適化モデルとした。
使用材料は塩ビ版とし，曲率固定用にはりがねを用いた。製作手順は図 ����を示す。

図 ���� 使用材料

展開図通りに塩ビ版をカット はりがねを用いて曲率を固定

区分可展面の作成

繋ぎ合わせる

図 ���� 製作手順



��� 模型製作による検証 ���

最適化で得られた曲面と完成した模型をそれぞれ示す。同様の曲面が ���

の模型で実現できた。
なお，模型製作を含めた一連の形態創生プロセスは，構造形態の解析と創生コロキウムにおける形態創生コンテス

トに出展した。次ページに応募の際のポートフォリオを示す。

図 ���� モデル �の最適形状

図 ���� 完成模型
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What is a developable surface?
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可展面の成立条件：曲面全体でガウス曲率が 0

A method of the computational morphogenesis

minimize

＋

Step 1 初期条件の設定

Step 2

Step 4

初期形状の設定，境界条件の設定，FEMメッシュ分割，材料定数の設定，外力の
設定，体積の設定，最適化計算の各種パラメータの決定

可展領域の設定 曲面全体を可展面とすれば限られた曲面しか創生できないため，曲面をいくつか
の領域に分割し，可展面とする区分領域を決める。

最適化問題を解く

Analytical model

20m 20m20m

パラメトリック曲面の制御点の鉛直方向座標を設計変数とし，高い剛性を有する
区分的可展面を生成する。

Step 3 曲面の離散化 区分領域に分けられた曲面をそれぞれパラメトリック曲面により離散化する。

Analytical result

Other various developable surfaces

Model Making

30m
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40m

左に示したモデル以外にもこの

ように，平面形状や境界条件，

指定体積，可展領域の分割パ

ターンといった組み合わせを

様々に変えることにより，様々

な可展面の創生が可能である。

Other models Analytical results

できないため
。

ック曲面によよック曲面によよよリッック曲面にッック曲面に

面をいくつか

Strain energy minimization

Volume constraint

Make the surface developable!

・ひずみエネルギーを抑えることで，剛性を高める。

・設計許容領域を限定して解の収束性を高めるとともに材料

コストを考慮するため，体積に上限値を設ける。

・m個の制約点を曲面全体に均等にかつ十分多く設け，それ

らの点でのガウス曲率の値を 0に制約する。

developable

Use materials

展開図の形に塩ビ版を切り取る。外周の曲線を 3Dモデルから算出し，外周

曲線の形に針金を折り曲げる。針金を塩ビ版に沿わせ，曲率を固定する。

Completion model

Step 5 形態創生の完了 本手法により解析的に得られた曲面は，平面に展開することが可能であるため，
曲面の 3Dデータから展開図の作成が可能となる。解析条件により様々な形態の
創生が可能であり，かつ，平面のつなぎあわせでつくることができる。
楽しく，そして楽につくれる曲面の完成である。

Making method
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第 �章

線織面の形状最適化

��� はじめに
本章では，連続体シェル構造物に対して，ひずみエネルギーを目的関数とし，曲面形状を線織面で表現し，高い剛

性を有する線織面を最適化によって求める。�章同様，ひずみエネルギーを最小化し，シェルの総体積を制約するこ
とに加えて，施工性の指標として，曲面形状を線織面とすることで，建築構造物に要求される様々な要求を同時に考
慮することを目的とする。�章で検討した可展面は，平面に展開可能であるため，型枠作成が容易である半面，曲面
全体でガウス曲率を 
に制約する必要があり，その厳しい幾何学的制約により，形状が錐面などに限定され，形状表
現の自由度が限定的となる。一方で，面ではなく線に分解可能な曲面として，線織面が挙げられる。線材の繋ぎ合わ
せで型枠を作成可能であるため，可展面同様，施工性に優れた曲面として実構造物にも多く使用されている。本章で
は，線織面の形状最適化を行う。
線織面条件は，前章までと異なり制約条件として与えるのではなく，曲面形状を表現する関数をあらかじめ式

������で示した線織面の定義式で与えることで考慮する。制御点座標の異なる �つのベジエ曲線を考え、それぞれの
曲線のパラメータの等しい点を結んだ直線の集合で線織面を形成し，�つのベジエ曲線の制御点座標を設計変数とす
る。ベジエ曲面と比べ形状表現の自由度が低いので，本章では制御点の �� �� � 方向すべてを設計変数として扱うこと
で，実行可能領域の拡大を試みる。
���節では，ベジエ曲線を用いた線織面の定義式について述べる。
���節では，制御点の �� �� � 方向すべてを設計変数として扱った場合に起きる計算上の不具合とその対処方法につ

いて述べる。
���節では，勾配ベクトルを求める感度解析について述べる。
���～���節では，シリンダーシェル，負のガウス曲率を有するシェル，不整形な形状を有するシェルの性質の異な

る �つの連続体シェルに対してひずみエネルギー最小化を行い，得られた解の特徴について考察する。
���節では，本章で提案した形状最適化手法により得られた結論を述べる。



��� 第 �章 線織面の形状最適化

本章での最適化問題での共通事項は以下のとおりである。

� 応力算定は有限要素法による線形静的解析によりおこなう。
� 有限要素は三角形平面シェル要素��を用いる。
� 材料はコンクリートとし，ヤング率を ��6�#，ポアソン比を 
���とする。
� 外力は自重として単位体積重量 ��% �2� を作用させる。
� シェル厚は一様に 
��2とする。
� 最適化問題の定式化に際し，自由度数を �，要素数を+，節点変位ベクトルを � � *	，線形弾性剛性マトリ
クスを� � *	�	，シェル中央面の総面積を �，各要素のシェル中央面の面積の平均からの差の二乗和平均を
����，各要素の �辺の長さの総和を 4，各要素の辺の長さの平均からの差の二乗和を 4���，シェルの �� 平面
への水平投影面積を
で表わす。

� 制御点座標 ��� ��� �� から支点上の制御点座標を除いたベクトルを ���� �
�
� � �

�
� で表す。

� 初期形状の値を下添え字の 
で表わす。

��� ベジエ曲線を用いた線織曲
本章では，前章までと異なり，シェル形状をテンソル積ベジエ曲面や三角形パッチベジエ曲面により表現するので

はなく，制御点の異なる �本のベジエ曲線のパラメータの等しい点を結んだ直線の集合で表現される線織面関数とし
て定式化する。
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ここで，) は有限要素の節点数，, は基底曲線に選んだベジエ曲線の次数，- はもう一方のベジエ曲線の次数で
ある。

��� ��
��座標を設計変数とする場合に生じる潜在的な問題
前章までの最適化問題では，主に制御点の鉛直方向座標 �� を設計変数として形状最適化をおこなった。しかし，形

状を線織面関数 �����に限定した場合，鉛直方向座標だけを設計変数とすると実行可能領域が小さいので，本章では，
制御点 �� � 座標 ��，�� も設計変数として取り扱う �ただし支点上の制御点は設計変数から除く�。しかし，そのよう

�� 面内変形要素には定ひずみ要素を，面外変形要素には ���	������� らの非適合三角形要素を採用する。



��� 
����座標を設計変数とする場合に生じる潜在的な問題 ��	

にして最適化問題
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を解くと，図 ���のように有限要素の形状にばらつきが生じ，最適化問題を解くことが出来なくなる。

図 ��� 要素形状にばらつきが生じて最適化問題を解くことができない例

そこで，各要素の辺の長さに着目し，シェルの各要素の辺の長さの平均からの差の二乗和4��� G


�
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��
���

�/����/����
�

を制約する次の最適化問題を考える。
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ここで /��� �� G �� �� ��は �番目の �角形要素の各辺の長さ，/��� はその平均


�
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，J4は指定する上限値で

ある。有限要素の要素形状は，正三角形の時が最も計算精度が高い���。J4の値を小さくするほど各要素の形状は正三
角形に近づき，要素形状のばらつきは抑えられるが，同時に実行可能領域が著しく狭められてしまうため， J4の値を
小さくし過ぎると図 ���のように極めて偏平で非現実的な形状となる。一方で，J4を十分に大きい値とすると，図 ���
のように不良要素が表れてしまう。

図 ��� !�の値を抑えた結果ライズを失った例
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図 ��� !�を十分に大きな値とした結果不良要素が現れた例

そこで，図 ���のような不良要素は面積をほとんど持たない鋭角な三角形要素を含んでいることに着目し，シェル

の各要素の面積の平均からの差の二乗和 ���� G


�
���

�K� �K����
� を制約する次の最適化問題を考える。
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ここで，K� は �番目の �角形要素の面積，K��� はその平均
�

+
，J� は指定する上限値である。これにより，J4を十分

に大きな値としても不良要素の出現を防ぐことが出来る。
なお，前章までと異なり，設計変数が �つのベジエ曲線の制御点座標のみなので，支点を拘束することで形状表現

の自由度が大きく制限される。そこで本章では，支点上の制御点座標も設計変数に含めた最適化も行うこととする。
しかし，支点の拘束を取り除いた場合，図 ���のように水平投影面積が消失した形状が得られることがある。

図 ��� 支点の不動条件を解除した結果水平投影面積が著しく小さくなった例



��� 感度解析 ���

そこで，支点の拘束を取り除く場合は，シェルの水平投影面積
にも制約を設けることとする。
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��� 感度解析
逐次二次計画法のような理論的な手法によって最適化問題を解く際に必要となる感度解析について述べる。本章で

目的関数あるいは制約条件関数とする数学的指標のうち，ひずみエネルギー，シェルの面積の感度解析については前
章までにすでに定式化済みであるので，そちらを参照されたい。ここでは，シェルの各要素の辺の長さの平均からの
差の二乗和とシェルの各要素の面積の平均からの差の二乗和の節点座標に関する偏微分を求める。なお，節点 �� � 座
標に関する偏微分については � 座標と同様に導出できるので，ここでは節点 � 座標に関する偏微分についてのみ定式
化し，節点 �� � 座標に関する偏微分についての定式化は省略する。

����� シェルの各要素の辺の長さの平均からの差の二乗和の節点 � 座標に関する感度解析

各要素の �辺の長さの総和を 4とすると，辺の長さの平均は

/��� G
4

�+
�����

と書ける。これを用いると，シェルの各要素の辺の長さの平均からの差の二乗和は次のように整理できる。
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各要素の �辺の長さの総和の �� に関する偏微分は次式で計算できる。
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一方，	番目の要素の辺の長さの �乗
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を節点 � 座標 ���/ G �� � � � � ��で偏微分すると，

��/���� H /���� H /�����

���
G

����
��	

 �/ 
G �� �� ��
���� � ���� ���� � ��� �/ G ��
����� � ��� H ���� � ��� �/ G ��
����� � ��� H ���� � ��� �/ G ��

������

であるから，4� の節点 � 座標に関する感度は次式で求められる。
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以上より，シェルの各要素の辺の長さの平均からの差の二乗和を4��� とすれば，4��� の �� に関する感度係数は次
のように書ける。
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����� シェルの各要素の面積の平均からの差の二乗和の節点 � 座標に関する感度解析

シェルの各要素の面積の平均からの差の二乗和を���� は，

�� G K
�
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とおけば，次のように整理できる。
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となる。
以上より，シェルの各要素の面積の平均からの差の二乗和の節点5� 座標に関する感度係数は次式で計算できる。
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����� シェルの水平投影面積の節点 � 座標に関する感度解析

シェルの水平投影面積 
は，シェル中央面の面積 � を求める際の要素節点の � 座標を 
に置き換えるだけなので，
式 �����より
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である。節点 �� � 座標に関する感度係数は，要素の � 座標をすべて 
に置き換えた上で
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により求めればよい。
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次節以降，様々な最適化問題を定式化し，その最適化結果を示す。最適化結果の表記での共通事項は以下のとおり
である。

� 変形図の点線は荷重作用前の形状を，実線は荷重作用時の変位を �～�

倍にして表した形状を示している。
� 変形図中の ���� として示した値は各節点の鉛直方向変位のうち最大の値を表す。
� 膜応力分布図において，実線，点線はそれぞれ各要素図心における圧縮応力，引張応力を表し，線の長さは主
応力の大きさを表す。

� 膜応力分布図中の 0
��� は各要素図心における引張応力の最大値，0���� は圧縮応力の最大値である。
� 曲げ応力分布図中の 0���� は各要素図心の曲げモーメントによる縁応力の絶対値のうちで最大の値を表して
いる。
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��� 数値最適化例 �－シリンダーシェル－
����� 最適化モデル

�つ目の最適化モデルは，アーチ状の �つのベジエ曲線のパラメータの等しい点を結んだ直線の集合として定義さ
れる線織面とする �図 ����。各ベジエ曲線の次数は �，制御点数は �である。支持条件は �隅を固定支持とする。弾
性解析はフルモデル解析とし，要素分割は各辺 ��分割とし，合計 ���要素とする。外力，材料定数，断面形状など
は，���節の最後に示した通りである。
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図 ��� 最適化モデル �



��� 数値最適化例 �－シリンダーシェル－ ���

����� 最適化概要

次の �つの最適化問題を考える。
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問題 ������は，制御点の �� �� �座標を設計変数とし，シェル中央面の面積 �，シェルの各要素の辺の長さの平均か
らの差の二乗和 4���，シェルの各要素の面積の平均からの差の二乗和 ���� にそれぞれ上限値を設け，支持点を固定
としてひずみエネルギーを最小化する問題である。
問題 ������は，問題 ������の設計変数に支点の制御点 � 座標を含めたものであり，より実行可能領域の広い問題

となっている。
問題 ������ は，支点に関するすべての制約条件を取り除き，すべての制御点を形状修正の対象とするかわりに，

シェルの中央面の面積
が初期形状での値以上となるような制約を設けた問題である。
各最適化問題において，J4， J� の値については，実行可能領域を大きく狭めない範囲で不良な解が出ないように適

切な値を設定する必要があるが，今回の最適化では J4 G �

，J� G �
と設定する。
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����� 最適化結果と考察

問題 ������，������，������を解いた結果を次ページ以降にそれぞれ示す。いずれの最適化においても，最適性条
件を完全に満足し，最適化は終了した。本手法により得られた最適解曲面のシェル形状を図 ���～��	にそれぞれ示
す。また，比較の対象として，初期解曲面のシェル形状を図 ���に示す。各図で上方から順に，シェル形状のアイソ
メトリック図，立面図，平面図をそれぞれ示す。また，初期形状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を
図 ���
～����の �#�にそれぞれ示す。また，初期形状および最適形状のシェル中央面の膜応力，および曲げモーメン
トによる縁応力の分布図を図 ���
～����の �-�および �(�にそれぞれ示す。
図 ��� を見ると，支持点を不動とした場合，最適化を行うことで，立面的に見て屋根の頂部が勾配を持つ形状と

なった。図 ���と図 ���を比べると，支点の � 座標を移動自由にしたことで，形状はほとんどそのままに，立面的に
みて頂部の屋根勾配が水平となるように回転した形状となっていることがわかる。図 ��	を見ると，支点を移動自由
にしたことで，平面的に膨らみをもった形状となった。水平投影面積制約は活性となっている。目的関数の値を見る
と，いずれの最適形状もひずみエネルギーの値を初期形状から大きく低減できていることがわかる。特に，支点の不
動制約のない問題 ������の最適形状では，ひずみエネルギーの値は初期形状の ��％まで低減できている。
図 ���
～����の �#�を見ると，最適形状の自重作用時の弾性変位は，初期形状に比べ大幅に低減されていることが

わかる。
図 ���
～����の �-���(�を見ると，最適化を行うことで曲げ応力が低減されていることが確認できる。形状に類似

性が認められた問題 ������，������の最適解は，応力分布状態も同様の傾向を示しており，力学的にも性質の近いも
のとなっている。いずれの最適形状も，線織面という範囲の中で最適化をおこなったものであり，幾何学的な制約が
厳しいため，前章までの最適形状と比べて力学的合理性はやや劣るものの，初期形状と比べると大きく力学性能が向
上しており，特に問題 ������の最適形状では曲げ，引張がかなり抑えられており，前章までのひずみエネルギー最小
化形状に見られた圧縮抵抗型の力学形態となっている。
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�つ目の最適化モデルは，�つめの最適化モデルの線織面を定義する �つのベジエ曲線のうち一方の制御点 � 座標
の符号を反転させたものであり，負のガウス曲率を有するシェルとする ������� 境界条件は �隅を固定支持とし，解
析条件などはモデル �と同様である。
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����� 最適化概要

モデル �と同様，問題 ������～������の最適化問題を考える。モデル �と同様，J4 G �

，J� G �
と設定する。

����� 最適化結果と考察

問題 ������，������，������を解いた結果を次ページ以降にそれぞれ示す。いずれの最適化においても，最適性条
件を完全に満足し，最適化は終了した。本手法により得られた最適解曲面のシェル形状を図 ����～����にそれぞれ示
す。また，比較の対象として，初期解曲面のシェル形状を図 ����に示す。各図で上方から順に，シェル形状のアイソ
メトリック図，立面図，平面図をそれぞれ示す。
また，初期形状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 ���	～����の �#�にそれぞれ示す。
また，初期形状および最適形状のシェル中央面の膜応力，および曲げモーメントによる縁応力の分布図を図 ���	～

����の �-�および �(�にそれぞれ示す。
図 ����を見ると，支持点を不動とした場合，最適化を行うことで，下に凸となっている形状の範囲は少なくなって

いるものの，初期形状と似たような形状となっている。一方で，図 ����と図 ����をみると，支点の高さ方向の拘束
が外れたことで，形状は初期形状から大きく変化し，��曲面に近い形状となっている。目的関数の値を見ると，い
ずれの最適形状もひずみエネルギーの値を初期形状から大きく低減できていることがわかる。なお，このモデルは支
点座標がモデル �と同様で，シェル中央面の面積もモデル �よりも大きいので，問題 ������～������のいずれの最適
化問題も，実行可能領域はモデル �の場合よりも広い。しかしながら，問題 ������の最適解におけるひずみエネル
ギーの値は，モデル �の場合は �����% 2であったのに対して，本モデルの場合では �����% 2 となっており，実
行可能領域がモデル �の場合よりも広いにもかかわらず目的関数値は大きくなるという結果となった。さらに，問題
������の最適解は，水平投影面積が初期形状の値を超えており，結果として問題 ������の条件もすべて満足している
にも関わらず，問題 ������の最適解の方がひずみエネルギー値が大きいという結果となった。この結果から，本手法
により得られる最適形状は，初期形状ならびに初期条件に強く依存するということがいえる。
図 ���	～����の �#�を見ると，最適形状の自重作用時の弾性変位は，初期形状に比べ大幅に低減されていることが

わかる。
図 ���	～����の �-���(�を見ると，最適化を行うことで曲げ応力が低減されていることが確認できる。特に，問題

������の最適解においては曲げ応力がほとんど発生していない。形状は ��曲面に近いが，建築の形態としても良く
利用される ��曲面が，力学的にも優れた性質を持っていることが確認された。
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��� 数値最適化例 �－不整形な形状を有するシェル－
����� 最適化モデル

�つ目の最適化モデルは，ランダムに制御点を配置した �つの �次のベジエ曲線のパラメータの等しい点を結んだ
直線の集合として定義される線織面とする �図 �����。境界条件は �隅を固定支持とし，解析条件などはモデル �と同
様である。
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����� 最適化概要

モデル �と同様，問題 ������～������の最適化問題を考える。モデル �と同様，J4 G �

，J� G �
と設定する。
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����� 最適化結果と考察

問題 ������，������，������を解いた結果を次ページ以降にそれぞれ示す。いずれの最適化においても，最適性条
件を完全に満足し，最適化は終了した。本手法により得られた最適解曲面のシェル形状を図 ����～����にそれぞれ示
す。また，比較の対象として，初期解曲面のシェル形状を図 ����に示す。各図で上方から順に，シェル形状のアイソ
メトリック図，立面図，平面図をそれぞれ示す。
また，初期形状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 ����～����の �#�にそれぞれ示す。
また，初期形状および最適形状のシェル中央面の膜応力，および曲げモーメントによる縁応力の分布図を図 ����～

����の �-�および �(�にそれぞれ示す。
図 ����を見ると，支持点を不動とした場合，最適化を行うことで，曲面の複雑な湾曲がなくなり，単曲率のシリン

ダー形状となっていることが確認できる。図 ����と図 ����を見ると，モデル �と同様に，支点の高さ方向の拘束が
ない場合の最適形状は ��曲面に近いものとなった。目的関数の値を見ると，初期解では過大であったひずみエネル
ギーの値が大きく低減できていることがわかる。
図 ����～����の �#�を見ると，最適形状の自重作用時の弾性変位は，初期形状に比べ大幅に低減されていることが

わかる。
図 ����～����の �-���(�を見ると，最適化を行うことで曲げ応力が低減されていることが確認できる。
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��
 �章の結論
本章では，前章と同様に連続体シェルの施工性の向上を目的とし，線織面の形状最適化を行った。ガウス曲率が曲

面全体で 
であるという明確な成立条件のある可展面と違い，線織面は代数不変量などの値の制約によって成立条件
を定義できないため，本章では，テンソル積ベジエ曲面や三角形パッチベジエ曲面によって曲面形状を定義するので
はなく，あらかじめ曲面形状を線織面関数によって表現する形状最適化問題を提案し，様々な数値最適化例を通じて
手法の有効性を検証した。
まず，曲面の形状表現の自由度を損なうことなく最適化の際の未知量の数を低減させるため，線織面を �つのベジ

エ曲線のパラメータの等しい点を結んだ直線の集合として定義し，その制御点座標を設計変数とした。さらに，実行
可能領域の拡張のために，制御点の �� � 座標も設計変数として取扱った。�� �� � 座標すべてを設計変数とした場合に
生じる，要素形状の不良や水平投影面積の消失といった問題を防ぐために，各要素の面積の平均からの差の二乗和，
各要素の辺の長さの平均からの差の二乗和にそれぞれ上限値を，シェルの水平投影面積に下限値を設けた。得られた
主要な結果は以下のようにまとめられる。

�� 線織面を �つのベジエ曲線のパラメータの等しい点を結んだ直線の集合として定義することで，制御点の位置
によって様々な線織面を表現可能である。

�� �� �� � 座標すべてを設計変数とした場合，要素形状にばらつきが生じるため，各要素の面積や辺の長さが不均
一とならないような制約条件が必要である。

�� 強い初期解依存性があり，制約条件が同じでも，初期解によって最適形状が異なる。
�� 強い制約条件依存性があり，形状が同じでも，制約条件によって最適形状が異なる。
�� 本手法により，高い剛性を有する線織面が得られる。
�� �隅を点支持された線織面では，支点の不動制約を設けずにひずみエネルギーを最小化すると，��曲面に近
い形状となる。

��については，線織面の定義式 ������さえ満たしてれば，線織面を形成する �つの曲線は任意の関数を選んでよい
ので，前章までと同様ベジエ曲線を用いることで形状表現の自由度を大きく損なうことなく設計変数を低減できる。
また，形状の滑らかさも保証される。
��について，線織面を定義する �つの曲線にフレキシビリティを持たせても，線織面関数そのものに表現可能な

形状は限られているので，高い剛性を有する形状を得るためには，制御点の鉛直方向座標だけでなく，�� � 座標も同
時に設計変数とすることが必要である。その際，要素に対する制約がないと，要素形状のばらつきは避けられない
現象であり，解析が困難になることがほとんどである。本手法では，各要素の面積の平均からの差の二乗和と，各
要素の辺の長さの平均からの差の二乗和を小さく抑えてあげることで同種の問題を解決した。本研究では，一律に
J4 G �

� J� G �
という値を設定したが，これらの値は，繰り返し最適化をおこなって現実的な形状が得られる値を
試行錯誤的に決定したものである。得られる最適解に応じてこれらのパラメータを適切にチューニングする必要があ
り，値の設定の目安となるような指標の確立が今後の課題である。
��，��については，最適解が局所的最適解であることを示すものであるが，元来逐次二次計画法には局所的収束性

があり，最適解が大域的最適解である保証はないので，当然の結果といえる。ただし，前章までの最適化結果からは，
解が局所的最適解である傾向はみられなかった。これは，前章までの最適化問題が，設計変数が制御点 � 座標のみで，
制約条件関数も面積制約と不変量制約のみであるというシンプルな問題であったのに対し，本章での最適化問題は，
設計変数を �次元に拡張したばかりでなく，要素形状のばらつきを制御するための制約条件を複数設けた複雑な問題
となっているために，多くの局所的最適解が存在する問題となっていると考えられる。大域的最適解を得たい場合に
は，条件を変えて反復解析を行うか，発見的手法との併用が考えられるが，建築構造物においては解が大域的最適解
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か否かは重要な問題ではなく，あくまで設計者の要求性能を満足しているか否かが重要であるので，このように条件
によって異なる局所的最適解が得られるという性質は，条件を変えることで要求性能を満たす解が複数得られるとい
う点で都合の良い性質と考えることもできる。
��，��について，前章でおこなった可展条件を導入した形状最適化においては，可展面である曲面が錐面や柱面な

どきわめて限定的な曲面に限られるため，解の多様性を確保しつつ力学的合理性の高い形状を生み出すためには区分
領域に分割する必要があったのに対し，線織面は，曲面全体を �の線織面として最適化をおこなった場合でも，高い
剛性を有する多様な最適形状が得られることが確認できた。また，本章で扱った最適化モデルはいずれも �隅を点支
持されたモデルであったが，支点の不動条件がない場合，得られた最適解は��曲面に近い傾向が見られた。��曲
面は線織面であるので型枠作成が容易であり，古くから建築の形態にも用いられてきたが，それが力学的にも優れた
形状であることが新ためて再確認される結果となった。



���

第 �章

ひずみエネルギーと部材長一様化を考慮したラ
チスシェルの形状最適化

��� はじめに
前章までは，連続体シェルを考えた。しかし，現在建設される多くの大空間構造物は，骨組部材で構成される。そ

のようなシェルを，ラチスシェルという。
本章では，ラチスシェルに対して，�章で示した手法と同様のプロセスにより，ひずみエネルギーを目的関数とし

て形状を最小化する。しかし，施工性に関する制約は，ラチスシェルでは，型枠ではなく，部材長や部材角に関係す
る。そこで，ラチスシェルの部材長を一様化するような指標として，部材長の平均部材長からの差の � 乗和を制約条
件に導入し，部材長一様化と，ひずみエネルギー最小化の �つの目的関数を考慮した多目的最適化問題を定式化する
ことにより，長さの等しい部材で構成され，かつ高い剛性を有するシェル形状を求める。
構成部材がすべて等断面の場合，部材長を一様化することによって，�種類の部材でラチスシェルを構成すること

が可能となり，部材の管理も容易になり，施工性が向上すると考えられる。また，極端に長い部材の存在を回避でき，
個材座屈を考慮した設計においても有効である。さらに，ラチス材が仕上げ面に隠れず意匠として現れる場合，その
網目の均一性は重要なデザイン的要素となる。しかし，曲面形状を有するラチスシェルを �種類の部材で構成するの
は一般には困難である。
本章では，部材長を一様化するための指標として，各部材の部材長の平均部材長からの差の �乗和を考える。これ

は設計変数の連続関数となるため，陽に感度解析を行うことが可能であり，�つの関数で部材長の一様性を評価でき
るため，部材数分の制約条件を付加して各部材の長さを個別に制約する場合と比べて最適化の収束性が向上すると考
えられる。前章までの形状最適化問題と異なり，本章では制御点もしくは節点の �� �� � 方向すべてを設計変数とす
る。さらに，ベジエ曲面のパラメータも設計変数として扱うことで，実行可能領域の拡大を試みる。
パレート解集合を求めて，部材長の偏差と，ひずみエネルギーが，トレードオフ関係にあることを示す。
第 ���節では，勾配ベクトルを求める感度解析について述べる。
第 ���節では，本論文で使用する手法を含めた複数の部材長一様化の方法について概説し，おのおのの解の収束性

や数値計算上の留意点などを述べる。
第 ���節では，三角形グリッドで構成されるラチスシェルに対して，シェルの部材長の平均部材長からの差の �乗

和に制約を有する形状最適化問題，あるいはシェルの部材長の平均部材長からの差の �乗和を最小化する形状最適化
問題を定式化し，それらを解くことで得られた解の幾何学的特性および力学的特性について考察する。
第 ���節では，四角形グリッドで構成されるラチスシェルに対して，シェルの部材長の平均部材長からの差の �乗

和に制約を有する形状最適化問題，あるいはシェルの部材長の平均部材長からの差の �乗和を最小化する形状最適化
問題を定式化し，それらを解くことで得られた解の幾何学的特性および力学的特性について考察する。
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第 ���節では，部材をグルーピングすることによって，各グループ内での部材長の最大値と最小値の差を大きく低
減でき，少ない種類の部材でラチスシェルを構成可能となることを示す。
第 ���節では，本章で提案した形状最適化手法により得られた結論を述べる。
本章での最適化問題での共通事項は以下のとおりである。

� 応力算定は有限要素法による線形静的解析によりおこなう。
� 有限要素は三次元梁要素を用いる。
� 材料は鋼材とし，ヤング率を ��
6�#，ポアソン比を 
��とする。
� 外力は自重として単位体積重量 ��% �2� を作用させる。
� 部材断面は一様とし，引張強さ ���1
 �22�，外径 �����22，厚さ ���22の円形鋼管とする。
� 最適化問題の定式化に際し，自由度数を �，部材数を+，節点変位ベクトルを � � *	，線形弾性剛性マトリ
クスを� � *	�	，総部材長を 4で表わす。

� 制御点座標 ��� ��� �� から支点上の制御点座標を除いたベクトルを ���� �
�
� � �

�
� で表す。

� 初期形状の値を下添え字の 
で表わす。



��� 感度解析 ���

��� 感度解析
逐次 �次計画法で最適解を求めるためには，目的関数および制約関数の設計変数に関する偏微分係数を求める必要

がある。なお，本章では，設計変数はテンソル積ベジエ曲面もしくは三角形パッチベジエ曲面の制御点の �� �� � 座標
��� ��� ��，および節点位置を定めるパラメータ ��� ���三角形パッチベジエ曲面の場合は $�� %��である。
本章で目的関数あるいは制約関数とする指標は，ひずみエネルギーと部材長の関数である。これらの ��� ��� �� に

関する感度解析については，設計変数が �� �方向の成分だけ増えることとなるが，計算プロセス自体は �章と全く同
一である。よってこれらの記述は省略する。ここではテンソル積ベジエ曲面上の節点位置を定義するパラメータ ��� ��

および三角形パッチベジエ曲面のパラメータ $�� %� に関する節点 � 座標の感度係数を導く。節点 �� � 座標に関する感
度係数の導出は節点 � の場合と同様なので省略する。なお，有限要素の各種マトリクスおよびその微分については，
節点 �� �� � 座標すべてに関する微分を付録�に記しているので，そちらを参照されたい。

����� 節点 � 座標に関する感度係数とベジエ曲面のパラメータに関する感度係数の関係

■テンソル積ベジエ曲面 有限要素の節点は �, � H ��
 �- � H ��個網目状に配置されているとし，節点の � 座標を並
べたベクトルを ��，各節点に対応するパラメータのベクトルを �� �とする。

�� G E����� ���� � � � � ����� ����� � � � � ����� � ���� � � � � ����� � ����F� �����

� G E��� ��� � � � � ��� F� 
 	 �� 	 ���� 	 ��� G 
� �� � � � � , � � ��
� G E��� ��� � � � � ��� F� 
 	 �� 	 ���� 	 ��� G 
� �� � � � � - � � ��

�����

このとき，節点 � 座標のパラメータ �� �に関する感度係数 ���

��
，���

��
は次のように書ける。
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式 �����中の ���

��
，���

��
の 
以外の各成分は式 ������を偏微分することで次式のように表される。
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なお，バーンスタイン基底関数のパラメータに関する偏微分は �����節の式 ������にて導出済みである。
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■三角形パッチベジエ曲面 三角形パッチベジエ曲面のパラメータに関する感度係数は，テンソル積ベジエ曲面の場
合と同様であるので，定式化は省略する。

����� 総部材長の節点 � 座標に関する感度解析

節点数を �，要素数を +とする。全体座標系における部材 � の両端の節点座標を ���� ��� ���� ��� � �� � ��� とする
と，部材長 /� は次式であらわされる。

/� G
"
��� � ���� H ��� � ���� H ��� � ���� �����

これを節点 � 座標 ���/ G �� � � � � ��で偏微分すると，

�/�
���

G

��������
������	


 �/ 
G �� ��

�� � ��
/�

�/ G ��

��� � ��
/�

�/ G ��

�����

ラチスシェルの総部材長 4は次式で表わされる。

4 G


�
���

/� �����

以上より，ラチスシェルの総部材長 4の �� に関する感度係数は次のように書ける。

�4

���
G


�
���

�/�
���

�����

����� 部材長の平均部材長からの差の �乗和の節点座標に関する感度解析

�����項と同様に，平均部材長を /��� とすると，ラチスシェルの部材長の平均部材長からの差の �乗の総和 
 は次
式で表される。


 G


�
���

�/� � /����
� ���	�

ここで平均部材長は /��� は，総部材長 4と要素数+を用いて

/��� G
4

+
����
�

と表される。これを用いて式 ���	�を展開して整理すると

�
���

�/� � /����
� G /�� H � � �H /�
 � 4�

+
������

ここで，/�� H � � �H /�
 G 4� とおく。部材 �の長さの �乗

/�� G ��� � ���
� H ��� � ���

� H ��� � ���
� ������

を節点 � 座標 ���/ G �� � � � � ��で偏微分すると，

�/��
���

G

������
����	


 �/ 
G �� ��

���� � ��� �/ G ��

���� � ��� �/ G ��

������
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であり，4� の節点 � 座標に関する感度は次式で求められる。

�4�

���
G


�
���

�/��
���

������

以上より，
 の �� に関する感度係数は次のように書ける。

�


���
G

�4�

���
� �4

+

�4

���
������

なお，��，�� に関する感度についても同様に計算できる。

��� 曲げモーメントの表記
梁要素の局所座標系を図 ���のように定める��。ここで曲げモーメントについて，���，��� を面外方向曲げモー

メント，���，��� を平面方向曲げモーメントと呼称する。曲げモーメント図については，可視化のために面外方向
曲げモーメント，平面方向曲げモーメントともに全体座標系における � � � 平面に記述することとする。また，断面
は円形鋼管とし，各部材端の曲げモーメントは次式により評価する。

�� G
"

��
�� H��

�� �� G �� �� ������

1

2

x

z

y

図 ��� 全体座標系と局所座標系

�� すべての要素について，要素座標系の � 軸，� 軸の全体座標系の � � � 平面に対する正射影がそれぞれ全体座標系の � 軸，� 軸と平行とな
るように要素座標系を取っている。



��
 第 �章 ひずみエネルギーと部材長一様化を考慮したラチスシェルの形状最適化

��� 部材長一様化の方法
本章では，部材長の一様性の指標としてシェルの部材長の平均部材長からの差の �乗和を採用しているが，ここで

はその利点について説明する。自由度数を �，部材数を+，節点変位ベクトルを � � *	，線形弾性剛性マトリクス
を� � *	�	 とし，初期形状の値を下添え字の 
で表わす。

����� 最適化問題の定式化

部材長が一様化され，かつひずみエネルギーの小さいシェル形状を得るためには，理論的には次の問題を考えれば
よいこととなる。

2!$!2!�+ ���� G
�

�
����

1)-;+(, ,&

�
4���� 4� 	 

/���� G /������ �� G �� �� � � � �+�

������

ここに，/� は �番目の部材の部材長を表す。
なお，支点の不動条件は支点上の制御点座標を設計変数に含めないことで考慮する �� G E��

�

� � ��
�

� � ��
�

� F�。
この最適化問題は，+個の等式制約を有している。+は本論文で扱うモデルにおいては一般に �

を大きく超え

るオーダーであり，多数の等式制約の導入は，解の収束性の著しい低下の原因となる。また，問題設定によっては，
そもそも部材長を一様化することは不可能である可能性もあり，その場合，実行可能領域に解が存在しないため，最
適解が得られない可能性がある。
そのため，部材長を一様化する指標は目的関数として設定し，ひずみエネルギーを指定する問題を扱う方法が考え

られる。既往の研究では，例えば部材長の最大値と最小値の差を最小化するという手法が提案されている。そのよう
な問題は例えば次のように記述できる。

2!$!2!�+ ����� G /��� � /���

1)-;+(, ,&

���
�	

4���� 4� 	 

���� G

�

�
���� 	 J�

/��� 	 /���� 	 /��� �� G �� �� � � � �+�

������

ここで，/���，/���はそれぞれ部材長の最大値および最小値を表す。また， J� はひずみエネルギーの上限値である。
この最適化問題の設計変数は� G E��

�

� � ��
�

� � ��
�

� � /���� /���Fとなる。/��� と /��� を設計変数に組み込むこのよう
な手法は，問題設定は ������式と若干異なるものの，例えば文献��� などに適用例がみられる。感度解析が容易であ
り，部材長に関する制約は不等式制約であるため，式 ������と比べて解の収束性は改善され，また，この最適化問題
には解が必ず存在するので，部材長一様化が不可能な問題に対しても，できる限り部材長の一様化された解を得るこ
とができる。しかしながら，制約条件の数が部材数の �倍以上と多いため，本論文で扱うような比較的規模の大きい
最適化問題には不向きであると考えられる。
制約条件の個数を減らす �つの方法としては，次のように部材長の上限値にのみ制約を与える方法も考えられる。

2!$!2!�+ ����� G /���

1)-;+(, ,&

���
�	

4���� 4� 	 

���� G

�

�
���� 	 J�

/����� /��� 	 
 �� G �� �� � � � �+�

����	�

この最適化問題の設計変数は� G E� G E��
�

� � ��
�

� � ��
�

� � /���Fとなる。この最適化問題は，ひずみエネルギーと総部
材長に制約を有し，部材長の最大値を最小化する問題である。制約条件の数はまだ多いものの，部材長に関する制約
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数は半減される。この最適化問題を解くことで，部材長は概ね一様化されるが，完全な一様化は必ずしもなされない。
なぜなら，総部材長制約が不等式制約である場合には，/� � /��� 	 
という不等式制約がすべての部材で活性となる
保証はないからである。一方で，以下の最適化問題のように，総部材長制約を等式制約とした場合には，部材長一様
解が存在する場合には，/� � /��� 	 
という不等式制約は必ず活性となる。
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しかし，やはり対象とする問題が大規模となった場合，制約条件が多いことや総部材長制約が等式制約となったため
に，収束性が低下する可能性がある。
そこで本研究では次のような多目的最適化問題を提案する �� G E��

�

� � ��
�

� � ��
�

� F�。
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本研究では，問題 ������の解を，制約法を用いて，
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の J� の値を変化させながら求める。ラチスシェルの部材長の平均部材長からの差の �乗和を目的関数として採用す
ることで，制約条件を減らすことができ，この目的関数が 
となれば，部材長は厳密に一様化される。ひずみエネル
ギー制約や総部材長制約は，最適化条件や収束性の良し悪しに応じて，適宜等式制約または不等式制約とすることと
なる。式 ������の最適化問題は，次のように，ひずみエネルギーを目的関数とした問題として解くことも可能である。
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この最適化問題は，等式制約

�
���

�/� � /����
� G 
を満足する解がない場合は最適解を得ることができないが，部材長

一様解が存在する場合は，ひずみエネルギーの最小化された部材長一様解を得ることが可能である。

����� 最適化例による収束性の比較

以下では，ラチスシェルの部材長の平均部材長からの差の �乗和を指標として採用することの優位性を示す最適化
例を紹介する。最適化モデルは，図に示すような正方形平面を有するラチスシェルとする。ここで，支持条件は �隅
を固定支持とする。
初期形状は次のような双 �次関数で与える。

� G ���� � 	����� � 
�� ������
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図 ��� 最適化モデル �

ここで，支点を含む平面の中央を座標の原点とし，スパン �
2，ライズ �2 �	 G 
 G ��� � G �(	�
��とする。形
状はテンソル積ベジエ曲面により記述し，制御点は曲面全体に �
 �の格子状に配置する。最適化の際の設計変数は，
支持点を不動とするために支持点上の制御点を除いた制御点の � 座標 �� とする。そのため，設計変数の数は ��であ
る。弾性解析はフルモデル解析とし，�部材 �要素とし，要素数は ���要素である。
次のベンチマーク問題を解くことで，シェルの部材長の平均部材長からの差の �乗和を指標として採用することの

優位性について示す。
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いずれの問題に対しても最適性条件を満足して終了した。問題 ������を解いた結果を図 ���に示す。他の問題の解
も同様の形状である。結果を表 ���にまとめる。ここで，/���，/��� は，最大部材長と最小部材長である。また，計
算時間を合わせて示してある。収束判定などの条件はすべての問題で全く同一である。
どの最適解も，最大部材長と最小部材長の差は �22以下に抑えられ，部材長はほぼ完全に一様化されている。し

かし，計算時間は問題 ������の方が少なく，収束性に優れていることがわかる。他のモデルでも同様の最適化問題を
解いて収束性を比較してみたが，やはり結果は同様であった。これらのことから，シェルの部材長の平均部材長から
の差の �乗和を指標とする方が収束性に優れているといえる。また，シェルの部材長の平均部材長からの差の �乗和
という指標は，問題 ������のように，制約関数としても利用可能であり，総部材長制約が等式制約でなくても良いと
いう汎用性の高さから，本論文では部材長の一様性の指標としてシェルの部材長の平均部材長からの差の �乗和を用
いることとする。

図 ��� 問題 ������ の最適形状

表 ��� 最適化結果の比較

/��� /��� /��� � /��� 計算時間
問題 ������ �����E2F �����E2F �1���
 �
��E22F ������1+(

問題 ������ �����E2F �����E2F �1���
 �
��E22F ����	�1+(

問題 ������ �����E2F �����E2F �1
	�
 �
��E22F ������1+(
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��� 三角形グリッドを有するラチスシェル
����� 最適化モデル

�つ目の最適化モデルは，図 ���に示すような球形平面を有し，三角形グリッドで構成される単層ラチスシェルと
する。境界条件は図に示す �点を固定支持とする。初期形状は �
��2のライズを有する裁断球殻とした。形状記述は
三角形パッチベジエ曲面によりおこなうが，���領域のみの記述とし，その他の節点は補間した ���領域の節点をも
とに対称性から生成するものとする。制御点は曲面の ���領域全体に �
 �の格子状に配置する。各ベジエパッチは
隣り合う辺上の制御点を共有する。最適化の際の設計変数� は，下記 �を基本とするが，問題に応じて �や �を選
択する。

�� 制御点座標 ��，��，�� から選択
�� パラメータ �，� から選択
�� 節点座標 ��，��，�� を直接設計変数として選択

弾性解析は対称性を考慮し，���領域を解析対象とし，対称面での法線方向の変位を全てゼロ，さらに対称面の面
外への回転をゼロとする。�部材 �要素とし，要素数は ���要素である。外力，材料定数，断面形状などは，���項
の最後に示した通りである。
本節では，まず，基本的なひずみエネルギー最小化問題を考える。
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図 ��� 最適化モデル �



��� 三角形グリッドを有するラチスシェル ���

この最適化問題は，総部材長に上限値を持ち，ひずみエネルギーを最小化する問題である。この最適化問題を基本と
し，部材長一様化制約を導入した次の最適化問題を考える。
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この最適化問題は，総部材長に上限値を持ち，ひずみエネルギーを最小化する問題である。J�の値が十分小さい時，
部材長は一様化される。この最適化問題にはほとんどの場合解が存在するが，J� の値を 
とした完全部材長一様化制
約を与えた場合，設計変数の選択や最適化モデルの違いによって，式 ����	�における不等式制約 4� 4� 	 
が不活
性となる場合がある。そのような場合，極端にライズが低く鉛直剛性のほとんどない曲面形状が最適解として得られ
ることもあるため，不等式制約 4� 4� 	 
が不活性となった場合には，次の最適化問題を考えることとする。
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この最適化問題は，ラチスシェルの総部材長を初期形状と同じ値とし，かつひずみエネルギーを指定値 J� とする制約
条件のもとでシェルの部材長の平均部材長からの差の �乗和を最小化する問題である。����が 
のとき，シェルの
全部材長は厳密に均一化される。ひずみエネルギーの上限値 J� に適切な値を指定することにより，一定の剛性を確保
しつつ，部材長を可能な限り一様化することができる。
なお，以上の問題において，最適化モデルは全部材を一様断面としているため，総部材長制約は体積制約と同義で

あり，極めてライズの大きい非現実的な形状や，ライズの存在しない部材長一様解として自明な形状が得られること
を防ぎ，さらに，設計領域を限定して解の収束性を高めるとともに，材料コストを抑えるという意味で経済的指標の
役割も果たす。
次項以降，設計変数を様々に変えて最適化をおこなった結果を示す。最適化結果の表記での共通事項は以下のとお

りである。

� 最適形状図中の /���，/��� は，ラチスシェルを構成する各部材の最大部材長と最小部材長である。
� 変形図の点線は荷重作用前の形状を，実線は荷重作用時の変位を �

倍にして表した形状を示している。
� 変形図中の ���� として示した値は各節点の鉛直方向変位のうち最大の値を表す。
� 軸力図において，実線，点線はそれぞれ圧縮軸力，引張軸力を表し，線の幅は軸力の大きさである。
� 軸力図中の) 


��� は引張軸力の最大値，)�
��� は圧縮軸力の最大値である。

� ���節で述べたとおり，曲げモーメントは，大小を判断しやすいように �� �平面に描いている。
� 曲げモーメント図中の���� は式 ������で評価する各部材端部に生ずる曲げモーメントの最大値である。

����� 例題 �：節点の � 座標を設計変数とした場合

最適化概要
まず，古典的な最適化問題として，パラメトリック曲面による形状定義を用いず，節点の鉛直方向座標を設計変数

として �� G ���，ひずみエネルギー最小化問題である式 ������を解き，高い剛性を有する形状が得られることを確
認する。
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最適化結果と考察
問題 ������を解いた結果，最適性条件を満足し，最適化は終了した。得られた最適解曲面の形状を図 ����-�に示

す。また，比較の対象として，初期解曲面の形状を図 ����#�に示す。各図で上方から順にアイソメトリック図，立面
図，平面図をそれぞれ示す。初期形状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 ����#���-�にそれぞれ示
す。初期形状および最適形状の軸力図を図 ����#���-�に示す。また，初期形状および最適形状の曲げモーメント図を
図 ����#���-�に示す。ここで，図の上段は平面方向の曲げモーメントを，下段は面外方向の曲げモーメントを表す。
図 ����-�からわかるように，最適解では支点間のライズがカテナリー状に上昇し，高い剛性を持ったシェル形状が

得られたことが分かる。
次項では，この最適形状を初期形状として，部材長一様化制約の導入を試みる。

����� 例題 �：節点の ��� 座標を変数とした場合

最適化概要
続いて，�����項で得られたひずみエネルギー最小解を初期形状として，部材長一様化制約を導入した最適化問題

����	�を解く。ただし，設計変数を� G ���� ��� ���に拡張する。

最適化結果と考察
J� G 
1


� �2�� として問題 ����	�を解いた結果，最適性条件を満足し，最適化は終了した。得られた最適解曲

面の形状を図 ����(�に示す。また，比較の対象として，初期解曲面 �例題 �のひずみエネルギー最小化形状�の形状
を図 ����-�に示す。各図で上方から順にアイソメトリック図，立面図，平面図をそれぞれ示す。また，初期形状およ
び最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 ����-���(�にそれぞれ示す。初期形状および最適形状の軸力図を図
����-���(� に，曲げモーメント図を図 ����-���(�に示す。ここで，図の上段は平面方向の曲げモーメントを，下段は
面外方向の曲げモーメントを表す。
図 ���をみると，最適解において最大部材長と最小部材長の差は ���22に抑えられ，部材長はほぼ完全に一様化

されていることがわかる。最適形状は，部材長を一様化しつつも，初期形状と同等のひずみエネルギー値を有してお
り，図 ���からも，高い剛性を保ったまま部材長を一様化することができていることが分かる。総部材長は初期形状
の値が維持されている。しかしながら，節点を直接変数としているために，形状の滑らかさが保証されないため，最
適形状では，中央付近は平面，周辺部は筒状曲面となり，全体として滑らかさに欠ける形状になっている。
図 ���および図 ���をみると，やや面外曲げモーメントが増加しているものの，最大値は �% 2以下であり，全体

として曲げ，引張りが消失した力学的メカニズムを有する傾向にあることがみてとれる。
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図 ��� 曲げモーメント図

����� 例題 �：制御点の � 座標を変数とした場合

最適化概要
曲面を三角形パッチベジエ曲面によりモデル化し，制御点の � 座標を設計変数として �� G ���，ひずみエネル

ギー最小化問題 ������を解き，高い剛性を有する形状が得られることを確認する。

最適化結果と考察
問題 ������を解いた結果，最適性条件を満足し，最適化は終了した。得られた最適解曲面の形状を図 ��	�-�に示

す。また，比較の対象として，初期解曲面の形状を図 ��	�#�に示す。各図で上方から順にアイソメトリック図，立面
図，平面図をそれぞれ示す。また，初期形状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 ���
�#���-�にそれ
ぞれ示す。初期形状および最適形状の軸力図を図 �����#���-�に，曲げモーメント図を図 �����#���-�に示す。
図 ��	�-�からわかるように，最適解では支点間のライズがカテナリー状に上昇し，高い剛性を持ったシェル形状が

得られたことが分かる。
節点を直接設計変数とした場合の最適形状とほぼ同様の形状が得られており，古典的なひずみエネルギー最小化問

題に対しては，節点を三角形パッチベジエ曲面で離散化し，設計変数の自由度を減じたことによる影響はほとんどな
いことが分かる。
次節では，この最適形状を初期形状として，部材長一様化制約の導入を試みる。

����� 例題 �：制御点の ��� 座標を変数とした場合

最適化概要
続いて，�����項で得られたひずみエネルギー最小解を初期形状として，部材長一様化制約を導入した最適化問題

����	�を解く。ただし，設計変数を� G ���� ��� ���に拡張する。現実的な解が得られない場合は，目的関数と制
約条件関数を入れ替えた最適化問題 ����
�を解く。多目的最適化問題に対する制約法に基づき， J� の値を変化させな
がら問題 ����
�の解を求めることにより，パレート解集合を得る。

最適化結果と考察
J� G 
1


� �2��として問題 ����	�を解いた結果，最適性条件を満足し，最適化は終了した。得られた最適解曲面

の形状を図 ��	�-�に示す。また，比較の対象として，初期解曲面 �例題 �のひずみエネルギー最小化形状�の形状を
図 ��	�-�に示す。各図で上方から順にアイソメトリック図，立面図，平面図をそれぞれ示す。また，初期形状および
最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 ���
�-���(�にそれぞれ示す。初期形状および最適形状の軸力図を図
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�����-���(�に，曲げモーメント図を図 �����-���(�に示す。
図 ��	をみると，最適解において最大部材長と最小部材長の差は ���22に抑えられ，部材長はほぼ完全に一様化

されていることがわかる。しかしながら，節点をベジエ曲面によって離散化したことによる実行可能領域の縮小によ
り，部材長を一様化するのが困難となり，ほとんどライズを持たない形状となった。
ひずみエネルギーの値は大きく増加し，図 ���
からわかるように剛性のない形状となっている。図 ����および図

����をみると，応力も増加し，力学的合理性の欠いた形状となっている。
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この結果を踏まえて， J� の値を変化させながら問題 ����	�を解いた結果を順に示す。いずれの最適化問題も最適性
条件を満足し，最適化は終了した。図 ����には， J� の値を様々に変えて繰り返し最適化をおこなって得られた，ひず
みエネルギーと部材長の一様性の関係を示す。横軸にはひずみエネルギー，縦軸には最大部材長と最小部材長の差を
とっている。 J� の値を様々に変えて繰り返し最適化をおこなったパレート解のいくつかを図 ����～����の �#�～�>�に
それぞれ示す。先ほどと同様，図 ����に形状図，図 ����に変形図，図 ����に軸力図，図 ����に曲げモーメント図
をそれぞれ示している。
図 ����から，ひずみエネルギーと部材長一様性との間にトレードオフ関係があることが確認できる。ひずみエネル

ギーを小さくすると，部材長のばらつきは大きくなり，節点が支点の近傍に集まり，非現実的に短い部材が出現する。
このことから，現実的な最適形状を得るためには，部材長の最大部材長からの差の �乗和を制約する必要があること
が分かる。J� に小さな値を与えることは，部材長を一様化するという目的の他に，非現実的な解形状が得られること
を防ぐ役割を果たしていると言える。
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図 ���� ひずみエネルギーと部材長の一様性の関係
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����� 例題 �：曲面上の節点位置を定めるパラメータを変数とした場合

最適化概要
続いて，制御点座標は動かさずに，曲面上の節点位置を定めるパラメータ���を設計変数として形状を最適化する

�� G ��� ���。これによって節点は常に与えられたベジエ曲面上を動くため，初期形状を維持したままひずみエネ
ルギーの値や部材長の偏差を改善することができる。部材長を完全に一様化するためには変数の自由度が十分でない
ので，まず，図 ���の初期形状に対して， J� に十分大きな値を設定し，最適化問題 ����
�を解くことで，部材長が最
も一様化された形状を求める。その後， J� の値を変化させながら問題 ����
�の解を求めることにより，パレート解集
合を得る。

最適化結果と考察
J� に十分大きな値を設定し，ひずみエネルギー制約を除いて問題 ����
�を解いた結果，最適性条件を満足し，最

適化は終了した。得られた最適解曲面の形状を図 �����-�に示す。また，比較の対象として，初期解曲面の形状を図
�����#�に示す。各図で上方から順にアイソメトリック図，立面図，平面図をそれぞれ示す。また，初期形状および
最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 ���	�#���-�にそれぞれ示す。初期形状および最適形状の軸力図を図
���
�#���-�に，曲げモーメント図を図 �����#���-�に示す。
図 ����をみると，最適解において最大部材長と最小部材長の差は �����22となっており，部材長にまだばらつき

はあるものの，初期形状と比べると大幅に部材長を一様化できていることが分かる。総部材長は初期形状の値より減
少している。制御点座標は初期形状のままであり，裁断球殻を維持したまま形状が最適化されていることが分かる。
ひずみエネルギーについては制約を与えていないが，最適解での値は初期解での値のおよそ半分となっており，図

���	からわかるように剛性も向上している。
図 ���
および図 ����をみると，応力も減少しており，初期形状を維持したまま，力学性能を向上させることが出

来た。
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この結果を踏まえて， J� の値を変化させながら問題 ����	�を解いた結果を順に示す。いずれの最適化問題も最適性
条件を完全に満足し，最適化は終了した。図 ����には， J� の値を様々に変えて繰り返し最適化をおこなって得られ
た，ひずみエネルギーと部材長の一様性の関係を表した相関図を示す。横軸にはひずみエネルギー，縦軸には最大部
材長と最小部材長の差をとっている。J� の値を様々に変えて繰り返し最適化をおこなった最適解群の中で代表的なも
のを図 ����～����の �#�～�>�にそれぞれ示す。先ほどと同様，図 ����に形状図，図 ����に変形図，図 ����に軸力
図，図 ����に曲げモーメント図をそれぞれ示している。
図 ����から，例題 �と同様，ひずみエネルギーと部材長一様性との間にトレードオフ関係があることが確認でき

る。例題 �と同様に，ひずみエネルギーを小さくすると，部材長のばらつきは大きくなり，節点が支点の近傍に集ま
り，非現実的に短い部材が出現するので，J� を適当な値に設定し，非現実的な解形状が得られることを防ぐことが必
要である。
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図 ���� ひずみエネルギーと部材長の一様性の関係
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��� 四角形グリッドを有するラチスシェル
����� 最適化モデル

�つ目の最適化モデルは，図 ���� に示すような正方形平面を有し，四角形グリッドで構成される単層ラチスシェル
とする。境界条件は図に示す �点を固定支持とする。初期形状は 	��2のライズを有する裁断球殻とした。曲面形状
はテンソル積ベジエ曲面により記述し，制御点は図のように � 
 �の格子状に配置する。最適化の際の設計変数�

は，例題 �と同様，下記 �を基本とするが，問題に応じて �や �を選択する。

�� 制御点座標 ��，��，�� から選択
�� パラメータ �，� から選択
�� 節点座標 ��，��，�� を直接設計変数として選択

弾性解析は対称性を考慮し，���領域を解析対象とし，対称面での法線方向の変位を全てゼロ，さらに対称面の面
外への回転をゼロとする。�部材 �要素とし，要素数は ��
要素である。外力，材料定数，断面形状などは，���項
の最後に示した通りである。また，最適化結果の表記は，�����節と同じである。
例題 �と同様，式 ������～����
�の各最適化問題を考える。
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図 ���� 最適化モデル �
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����� 例題 �：節点の � 座標を設計変数とした場合

最適化概要
まず，基本的な最適化問題として，パラメトリック曲面による形状定義を用いず，節点の鉛直方向座標を設計変数

として �� G ���，ひずみエネルギー最小化問題 ������を解き，高い剛性を有する形状が得られることを確認する。

最適化結果と考察
問題 ������を解いた結果，最適性条件を満足し，最適化は終了した。得られた最適解曲面の形状を図 �����-�に示

す。また，比較の対象として，初期解曲面の形状を図 �����#�に示す。各図で上方から順にアイソメトリック図，立
面図，平面図をそれぞれ示す。また，初期形状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 ���	�#���-�にそ
れぞれ示す。初期形状および最適形状の軸力図を図 ���
�#���-�に示す。また，初期形状および最適形状の曲げモーメ
ント図を図 �����#���-�に示す。ここで，図の上段は平面方向の曲げモーメントを，下段は面外方向の曲げモーメント
を表す。
図 �����-�からわかるように，最適解では支点間のライズがカテナリー状に上昇し，剛性が向上していることが分

かる。
次節では，この最適形状を初期形状として，部材長一様化制約の導入を試みる。

����� 例題 �：節点の ��� 座標を変数とした場合

最適化概要
続いて，�����項で得られたひずみエネルギー最小解を初期形状として，部材長一様化制約を導入した最適化問題

����	�を解く。ただし，設計変数を� G ���� ��� ���に拡張する。

最適化結果と考察
J� G 
1


� �2��として問題 ����	�を解いた結果，最適性条件を満足し，最適化は終了した。得られた最適解曲面

の形状を図 �����(�に示す。また，比較の対象として，初期解曲面 �例題 �のひずみエネルギー最小化形状�の形状を
図 �����-�に示す。各図で上方から順にアイソメトリック図，立面図，平面図をそれぞれ示す。また，初期形状およ
び最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 ���	�-���(�にそれぞれ示す。初期形状および最適形状の軸力図を図
���
�-���(�に，曲げモーメント図を図 �����-���(�に示す。
図 ����をみると，最適解において最大部材長と最小部材長の差は ��
22に抑えられ，部材長はほぼ完全に一様化

されていることがわかる。最適形状は，部材長を一様化しつつも，初期形状からひずみエネルギーの値を更に低減す
ることが出来ている。総部材長は初期形状の値が維持されている。しかしながら，節点を直接変数としているために，
形状の滑らかさが保証されないため，最適形状では，支点近傍で滑らかさに欠ける形状となっている。図 ���	をみる
と，大幅に剛性が向上していることが分かる。図 ���
および図 ����をみると，曲げ応力が減少しており，軸力がよ
り支配的となっている。

����� 例題 �：制御点の � 座標を変数とした場合

最適化概要
曲面を三角形パッチベジエ曲面によりモデル化し，制御点の � 座標を設計変数として �� G ���，ひずみエネル

ギー最小化問題 ������を解き，高い剛性を有する形状が得られることを確認する。
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最適化結果と考察
問題 ������を解いた結果，最適性条件を満足し，最適化は終了した。得られた最適解曲面の形状を図 �����-�に示

す。また，比較の対象として，初期解曲面の形状を図 �����#�に示す。各図で上方から順にアイソメトリック図，立
面図，平面図をそれぞれ示す。また，初期形状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 �����#���-�にそ
れぞれ示す。
初期形状および最適形状の軸力図を図 �����#���-�に，曲げモーメント図を図 �����#���-�に示す。
図 �����-�からわかるように，最適解では支点間のライズがカテナリー状に上昇し，高い剛性を持ったシェル形状

が得られたことが分かる。
節点を直接設計変数とした場合の最適形状とほぼ同様の形状が得られており，古典的なひずみエネルギー最小化問

題に対しては，節点をテンソル積ベジエ曲面で離散化し，設計変数の自由度を減じたことによる影響はほとんどない
ことが分かる。
次節では，この最適形状を初期形状として，部材長一様化制約の導入を試みる。

����� 例題 �：制御点の ��� 座標を変数とした場合

最適化概要
続いて，�����項で得られたひずみエネルギー最小解を初期形状として，部材長一様化制約を導入した最適化問題

����	�を解く。ただし，設計変数を� G ���� ��� ���に拡張する。

最適化結果と考察
J� G 
1


� �2��として問題 ����	�を解いた結果，最適性条件を満足し，最適化は終了した。得られた最適解曲面

の形状を図 �����(�に示す。また，比較の対象として，初期解曲面 �例題 �のひずみエネルギー最小化形状�の形状を
図 �����-�に示す。各図で上方から順にアイソメトリック図，立面図，平面図をそれぞれ示す。また，初期形状およ
び最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 �����-���(�にそれぞれ示す。初期形状および最適形状の軸力図を図
�����-���(�に，曲げモーメント図を図 �����-���(�に示す。
図 ����をみると，最適解において最大部材長と最小部材長の差は ���22に抑えられ，部材長はほぼ完全に一様化

されていることがわかる。さらに，三角形グリッドの場合と異なり，節点を直接設計変数とした場合と同等の剛性を
有し，節点を直接変数とした場合に見られた，支点近傍のいびつな形状が改善されていることがわかる。
その理由としては，四辺形グリッドでは，部材数の節点数に対する比（部材密度）が，三角形グリッドと比べて小

さく，幾何学的拘束が小さいことが考えられる。
ひずみエネルギーの値はさらに減少し，図 ����からわかるように剛性の高い形状となっている。図 ����および図

����をみると，曲げ応力が減少しており，軸力がより支配的となっている。

����� 例題 �：曲面上の節点位置を定めるパラメータを変数とした場合

最適化概要
続いて，制御点座標は動かさずに，曲面上の節点位置を定めるパラメータ���を設計変数として形状を最適化する

�� G ��� ���。これによって節点は常に与えられたベジエ曲面上を動くため，初期形状を維持したままひずみエネ
ルギーの値や部材長の偏差を改善することができる。部材長を完全に一様化するためには変数の自由度が十分でない
ので，まず，図 ���の初期形状に対して， J� に十分大きな値を設定し，最適化問題 ����
�を解くことで，部材長が最
も一様化された形状を求める。その後， J� の値を変化させながら問題 ����
�の解を求めることにより，パレート解集
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合を得る。

最適化結果と考察
J� に十分大きな値を設定し，ひずみエネルギー制約を除いて問題 ����
�を解いた結果，最適性条件を満足し，最適

化は終了した。得られた最適解曲面の形状を図 �����-�に示す。また，比較の対象として，初期解曲面 �例題 �のひ
ずみエネルギー最小化形状�の形状を図 �����#�に示す。各図で上方から順にアイソメトリック図，立面図，平面図を
それぞれ示す。また，初期形状および最適形状の，自重作用時の弾性変形の様子を図 �����#���-�にそれぞれ示す。初
期形状および最適形状の軸力図を図 �����#���-�に，曲げモーメント図を図 ���	�#���-�に示す。
図 ����をみると，最適解において最大部材長と最小部材長の差は �����22となっており，部材長にまだばらつき

はあるものの，初期形状と比べると大幅に部材長を一様化できていることが分かる。総部材長は初期形状の値よりわ
ずかに減少している。制御点座標は初期形状のままであり，裁断球殻を維持したまま形状が最適化されていることが
分かる。
部材長はかなり一様化されているものの，マクロにみて初期形状からの形状修正量は小さいため，ひずみエネル

ギーについては，最適解での値は初期解での値と同等であり，図 ����からわかるように変位性状も類似したものと
なっている。
図 ����および図 ���	をみると，応力状態も初期形状と同様の傾向を示し，曲げ応力が大きく力学的に効率の悪い

形態となっている。
この結果を踏まえて， J� の値を変化させながら問題 ����
�を解いた結果を順に示す。いずれの最適化問題も最適性

条件を完全に満足し，最適化は終了した。図 ����には， J� の値を様々に変えて繰り返し最適化をおこなって得られ
た，ひずみエネルギーと部材長の一様性の関係を表した相関図を示す。横軸にはひずみエネルギー，縦軸には最大部
材長と最小部材長の差をとっている。J� の値を様々に変えて繰り返し最適化をおこなった最適解群の中で代表的なも
のを図 ���
～����の �#�～�>�にそれぞれ示す。先ほどと同様，図 ���
に形状図，図 ����に変形図，図 ����に軸力
図，図 ����に曲げモーメント図をそれぞれ示している。
図 ����から，三角形グリッドの場合と同様に，� と �との間にはトレードオフ関係があり，�の値を緩和するほど

部材が支点に向かって流れるような配置へと変わり，剛性の向上と逆に部材長の一様性が失われていることが分かる。
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図 ���� ひずみエネルギーと部材長の一様性の関係



�
� 第 �章 ひずみエネルギーと部材長一様化を考慮したラチスシェルの形状最適化

��� 数値解析例 �－部材グループを考慮した場合－
����� 最適化モデル

最適化モデルは �����項と同様とし，�����項で得られたひずみエネルギー最小解を初期形状とする。
すべての部材長を完全に一様化した場合，特に三角形グリッドの場合においては，部材角が �
度で均一化される

というメリットがある反面，図 ��	�(�からわかるように，設計変数の自由度によっては現実的な解が得られない場合
がある。そこで本項では，すべての部材の部材長を一様化するのではなく，部材のグルーピングを行い，各グループ
ごとに部材長を一様化するような最適化問題を扱う。

最適化概要
本項では，次の最適化問題を考える。
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これは，部材をいくつかのグループに分け，そのグループごとに部材長を一様化する問題である。�は部材グルー
プ数，+��� は �番目のグループの部材数であり，/

���
� は，�番目のグループの �番目の部材の部材長，/��� は �番目の

グループに含まれる部材の平均部材長である。これによって，部材グループ内で部材長を一様化することができる。
設計変数は� G ���� ��� ���とする。図 �����#�～�>�に示す �パターンのグルーピングに対して最適化を行う。
パターン �#�は，初期形状の部材を特に規則性を設けずに，部材長の近いもの同士を �
にグループ分けしたもの

であり，必ずしも対称性を有しない。
パターン �-�は，円周方向と放射方向とで �つにグループ分けしたものである。
パターン �(� は，パターン �-� のグループ分けののち，円周方向について更に �つにグループ分けし，合計 �グ

ループとしたものである。
パターン �0�は，パターン �(�の円周方向についてのグルーピングをさらに細かくし，合計 ��グループとしたもの

である。
パターン �+�は，パターン �-�のグループ分けののち，放射方向について更に ��個に細かくグループ分けし，合計

��グループとしたものである。
パターン �>�は，パターン �-�のグループ分けののち，円周方向，放射方向それぞれについて更に ��個に細かくグ

ループ分けし，合計 ��グループとしたものである。
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図 ���� 部材グループのパターン
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最適化結果と考察
���� G 
1


�として問題 ������を解いた結果，いずれのグルーピングパターンにおいても，最適性条件を完全

に満足し，最適化は終了した。本手法により得られた最適解曲面のシェル形状を図 ����～����にそれぞれ示す。各図
で上方から順に，シェル形状のアイソメトリック図，立面図，平面図をそれぞれ示す。
また，表 ���には，各グルーピングパターンの部材長のばらつきをまとめた。表中，/�����，/�����は，初期解 ������

項で得られたひずみエネルギー最小解�における各グループ内での最大部材長と最小部材長の値を，/���，/��� とし
て示した値は，最適解における最大部材長と最小部材長の値をそれぞれ表す。また，最大部材長と最小部材長の差も
合わせて示している。
また，最適形状の自重作用時の弾性変形の様子を図 ����～����の �#�にそれぞれ示す。また，最適形状の軸力図を

図 ����～����の �-�に，曲げモーメント図を図 ����～����の �(�に示す。
図 ����をみると，無作為に部材グループを設定した場合の最適形状は，全部材長を一様化した場合の最適形状と同

様にライズの低い形状となり，部材をグルーピングしたことによる効果は小さいことがわかる。一方で，図 ����をみ
ると，作為的に放射方向と円周方向とでグルーピングした場合，ライズを持った形状が得られており，ひずみエネル
ギーの値も抑えられていることがわかる。図 ����～図 ���
をみると，円周方向の部材を細かくグルーピングする場
合と比べて，放射方向の部材を細かく部材をグルーピングする方がひずみエネルギーが抑えられていることが確認で
きる。図 ���
をみると，両方向ともに細かく部材をグルーピングした場合，ひずみエネルギーの値は非常に小さく抑
えられており，最適形状は鉛直方向のみならず平面形状も大きく変化していることがわかる。
図 ����～����の �#�をみると，ひずみエネルギーの値に比例して，変位も抑えられていることが確認できる。パ

ターン �#�を除いて，�����項で得られたひずみエネルギー最小化形状よりもさらに高い剛性を持った形状が得られて
おり，手法の有効性が確認できる。パターン �#�については，部材グループ数が �
と比較的多いにもかかわらず，部
材グループ数が �と少ないパターン �-�よりも剛性の小さい形状となっており，部材グループの取り方が得られる最
適形状に与える影響が極めて大きいことがわかる。
図 ����～����の �-�，�(� をみると，応力も小さいオーダーに抑えられており，特に曲げモーメントと引張軸力値

が小さくなっており，圧縮軸力が支配的な力学形態となっている。
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表 ��� 各パターンにおける各部材グループの最大，最小部材長および最大部材長と最小部材長の差
グルーピングパターン ����� ��� /�������� /�������� /������ /������ /����� � /��������� /��� � /�������

パターン ���
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��
 �章の結論
本章では，ラチスシェル構造の構成部材の部材長一様性に着目し，最適化問題の制約条件 �あるいは目的関数�に部

材長一様性の評価指標を組み込んだ形状最適化手法の提案をおこない，様々な数値解析例を通じて手法の有効性を検
証した。
まず，部材長の一様性の評価方法について検討した。複数ある部材長一様化の手法をすべて最適化問題として定式

化し，厳密に感度解析をおこなって同じ最適化条件でベンチマーク問題を解いた結果，部材長一様性の評価指標とし
て，部材長の平均部材長からの差の �乗和が有効であることを確認した。
ひずみエネルギー最小化と部材長の平均部材長からの差の �乗和の最小化を目的とする多目的最適化問題を，制約

法を用いて解き，両者にトレードオフ関係があることを確認した。
なお，前章とは異なり，鉛直方向のみの形状修正ではなく，全方向に形状修正をおこなっている。最適化モデルは，

�角形グリッドと �辺形グリッドとした。それぞれのモデルについて，設計変数を，

�� 節点
�� パラメトリック曲面の制御点座標
�� パラメトリック曲面のパラメータ

とした場合について検証をおこなった。パラメトリック曲面に関しては，三角形グリッドで構成されるラチスシェル
は三角形パッチベジエ曲面により形状記述し，四角形グリッドで構成されるラチスシェルはテンソル積ベジエ曲面に
より形状記述をおこない，制御点の �� �� �座標を設計変数とすることで未知量の低減を図った。
それぞれのモデルの最適化問題では，まずはじめに，総部材長の上限値制約のもとでひずみエネルギーを最小化す

ることで，部材長が厳密に一様化され，かつ剛性の高いラチスシェルの形態創生を試みた。しかし，部材長の平均部
材長からの差の �乗和が 
であるという条件は幾何学的に非常に厳しい制約であるために，設計変数の取り方や，節
点の拘束条件などによって実行可能領域が狭められると，極端にライズの小さい形状が得られたり，そもそも部材長
一様解が存在しない場合がある。そのような場合には，ひずみエネルギーを目的関数ではなく制約条件として扱い，
部材長の平均部材長からの差の �乗和を最小化することで，指定されたひずみエネルギー制約下で可能な限り部材長
の一様化されたラチスシェルの形態創生をおこなった。得られた主要な結果は以下のようにまとめられる。

�� 剛性の指標としてのひずみエネルギーと，施工性の指標としての部材長の偏差は，トレードオフ関係にあるの
で，それらの両者を考慮した多目的最適化問題を定式化できる。この問題を，以下のように制約法で解いて，
パレート解を求めることができる。

�� 部材長の平均部材長からの差の �乗和を 
に制約することで，最適解が存在する場合には，厳密にすべての部
材長が均一化されたラチスシェルの形態創生が可能である。この問題に許容解が存在しないときには，部材長
の平均部材長からの差の �乗和を目的関数とすることで，与えられた制約条件下において可能な限り部材長の
一様化されたラチスシェル形状を得ることができる。平均部材長からの差の �乗和は微分可能なので，部材長
の差を直接制約するよりは，収束性が良い。すなわち，平均部材長からの差の �乗和を目的関数あるいは制約
条件関数として考慮することは，計算時間の低減のために有効である。実際には部材長の最大値と最小値の差
は数 22程度であれば接合部の誤差の許容範囲とみなすことも可能であり，厳密な一様化が困難な場合でも，
数22の差を許容して可能な限り部材長を一様化することは大きな意味を持つといえる。

�� �方向すべての節点を可動として形状修正をおこなった場合に現れる非現実的な解を，部材長の平均部材長か
らの差の �乗和の値を利用することによって制御することができる。また，曲面のパラメータを設計変数とす
ることで，指定された形状を表現するベジエ曲面上を節点が移動するので，形状表現は限定的であるが，曲面
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形状を維持したまま最適化することができる。曲面のパラメータを設計変数として意匠設計者のイメージする
曲面を初期形状として最適化を行うことにより，意匠のイメージする曲面形状を維持したまま各種性能を向上
させるといった目的に対して有効であると考えられる。

項に示した最適化例にあるように，体積に制約を与
えてひずみエネルギーを最小化すると，�方向すべての節点が可動である場合には，節点が中心に集まり平面
方向の部材長を節約し，その分ライズの極端に大きい非現実的な形状が現れてしまう。これは，�方向すべて
の節点が可動という実行可能領域の広い問題において避けられない問題であるが，部材長の平均部材長からの
差の �乗和の値を制御することで，すべての部材は有限の長さを有することとなり，結果として節点が近接，
もしくは集中するといった現象を回避することが可能である。

�� 三角形グリッドで構成されるラチスシェルの部材長を一様化した場合，シェル形状はシリンダー型となる。一
様な部材を用いて三角形グリッドで構成可能な形状が非常に限定的である理由は，部材長を一様化するとグ
リッド形状がすべて正三角形となってしまうからである。しかしながら，三角形グリッドで構成されるラチス
シェルの部材長一様解は，逆にその性質により部材角が必ず �
度となるので，接合部種別を均一化できると
いうメリットもある。ゆえに，シリンダー形状の架構を考える際には三角形グリッドとすることが施工上有効
であるといえる。一方，四角形グリッドで構成されるラチスシェルの部材長を一様化した場合，三角形グリッ
ドで構成されるラチスシェルと比べて形状修正の自由度が高く，節点の移動をある程度拘束しても，部材長の
一様化された形状を得ることができる。四角形は三角形と異なり，辺の長さが全て等しくても必ずしも正方形
とはならず，部材角に制限はないためである。

�� 全部材長を一様化することが難しい場合，部材を幾何学的な性質に応じて適切にグルーピングすることで，高
い剛性を有し，各グループごとに完全に部材長が一様化された形状を得ることができる。三角形グリッドで構
成されたラチスシェルに対して，曲面全体として部材長を一様化することは幾何学的制約の厳しさから難しい
場合でも，部材をグルーピングしてあげることで幾何学的制約がかなり緩和されることを示している。

本論文では扱わないが，本章のような部材長一様化を目的とした問題に，�章の代数不変量制約を導入することも
可能と考えられる。
グルーピングは有効であるが，各構成部材の幾何学的な特性に応じて適切にグルーピングする方法の開発が望まれ

る。適切なグルーピングの方法は形状によって異なるので，その都度設計者が判断することになるが，適切なグルー
ピング方法を解析的に決定する方法の確立が今後の課題である。
以上，本章では，ラチスシェルに与える幾何学的制約として部材長一様性に着目し，部材長の平均部材長からの差

の �乗和を部材長一様性の評価指標として取り入れた形状最適化問題を定式化し，その有効性を確認した。ラチス
シェルの部材長が一様化されれば，施工管理が容易となり，また場合によっては部材角を制限できるため，接合部コ
ストの低減にもつながる。また，構造部材が意匠として現れる場合には，網目の一様性は重要な意匠的要素にもなり，
部材長の一様性を数値的に制御することは意匠的側面から見ても有効な手段であるといえる。
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第 �章

結論

本論文では，シェル構造物を対象とし，幾何学的制約を考慮した形状最適化手法を提案し，手法の有効性を検討
した。
本論文の内容および成果は以下のようにまとめられる。
第 �章では，近年の建築デザインの動向について述べ，建築形態と力学形態に強い相関を有するシェル構造物にお

いて，力学的性能のみならず，施工性，経済性，社会性，審美性といった優れた建築物の創造のために求められる多
様な条件を満たす設計手法の開発の必要性について論じた。さらに，シェル構造物の形状決定手法に関する既往の研
究について論じ，本研究が求められるようになった背景と研究の目的について述べた。
第 �章では，本論文で，曲面の幾何学的特性を定量的に評価するために用いている代数不変量について概説した。

微分幾何学における各種ベクトル，テンソル，ならびにそれらを用いて計算される代数不変量について，本論文で使
用するテンソル積ベジエ曲面と三角形パッチベジエ曲面という �種類のパラメトリック空間上においてそれらを定義
し，詳細な定式化をおこなった。さらに，感度解析に必要な各種ベクトルおよびテンソルの制御点座標に関する微分
についても合わせて導出した。また，型枠作成が容易で施工性に優れた曲面である可展面と線織面について，代数不
変量との関係性と交えて概説した。
第 �章では，連続体シェルを対象として，ベジエ曲面により未知量を低減させた上で，力学的性能の指標としてひ

ずみエネルギーを採用し，意匠性や建築計画などに関わる幾何学的特性の指標として第 �章で概説した代数不変量を
採用することにより，力学的合理性と幾何学的特性の双方を考慮したシェル形状を解析的に求める新しい形状最適化
手法を提案した。これらの不変量は元来，地形学の世界において国土の標高関数から抽出されるデータをもとに山谷
などの地形を把握することを目的に提案されたものであるが，これをシェル曲面の幾何学的特性を定量的に測る物差
しとして利用した。加えて，球らしさを定量的に評価する新たな代数不変量の提案も行った。テンソル積ベジエ曲面
で形状記述されるシェルと，三角形パッチベジエ曲面で形状記述されるシェルという異なる解析モデルを複数取り扱
い，手法の有効性，汎用性を検証した。数値解析例を通じて，本手法により，力学的合理性を大きく損なうことなし
に，凹凸や山谷，球らしさといった意匠性や建築計画に関わる幾何学的特性を定量的にコントロール可能であること
を示した���。
第 �章では，連続体シェルを対象として，ひずみエネルギーに加え，施工性に関わる幾何学的な特性としてシェル

曲面の展開可能性に着目し，可展条件を導入することにより，力学的合理性と施工性の双方を考慮したシェル形状を
解析的に求める新しい形状最適化手法を提案した。シェル全体を可展面とすることは幾何学的な制約の厳しさから難
しいため，本研究では曲面をいくつかの区分領域に分割し，それぞれを独立に可展面とし，そのつなぎ合わせで形成
されるようなシェル形状 �以下，区分的可展面�を創生することでこの問題を解決した。テンソル積ベジエ曲面と，三
角形パッチベジエ曲面を用いて様々なモデルを最適化し，手法の有効性，汎用性を検証した。数値解析例を通じて，
本手法により，力学的合理性を大きく損なうことなしに，線織面よりもさらに施工性に優れた曲面である可展面で構
成されるシェル形状が創生可能であることを示した�	�。さらに，本手法により解析的に得られた展開図をもとに実際
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に区分的可展面の模型作製をおこなった。
第 �章では，連続体シェルを対象として，型枠作成が容易であり実構造物にも多く利用されている線織面に着目し，

�つのベジエ曲線のパラメータの等しい点を結んだ直線の集合で線織面を定義し，ベジエ曲線の制御点座標を設計変
数としてひずみエネルギーを最小化し，高い力学的合理性を有する線織面形状を解析的に求める新しい形状最適化手
法を提案した。対称性を有する整形な曲面でガウス曲率が正の曲面，負の曲面，ならびに不整形な曲面という幾何
学的特徴の異なる �つの解析モデルについて手法の有効性，汎用性を検証した。得られる形状の多様性確保のため，
�� �� � 全方向に形状修正をおこなったが，その場合に起こる解析的な問題 �不良要素の出現�に対して，要素の面積と
辺の長さのばらつきを抑える制約を課すことによってこの問題を解決した。また，本手法により得られる解の多くは，
局所的最適解に収束していると考えられることも確認された。数値解析例を通じて，本手法により，力学的合理性を
大きく損なうことなしに，線織面で構成されるシェル形状が創生可能であることを示した。
第 �章では，ラチスシェルを対象として，ひずみエネルギーに加えて，施工性に関わる幾何学的な制約としてとし

てラチスシェルを構成する部材の部材長一様性に着目し，部材長の平均部材長からの差の �乗和を評価指標とするこ
とで，力学的合理性と施工性の双方を考慮したシェル形状を解析的に求める形状最適化手法を提案した。三角形およ
び四角形グリッドで構成されるラチスシェルを対象とし，それぞれ，三角形パッチベジエ曲面，テンソル積ベジエ曲
面で形状記述をおこなうことで未知量の数を低減した。部材長の平均部材長からの差の �乗和の部材長一様性の評価
指標としての有効性を示し，数値解析例を通じて，本手法により部材長の一様化が容易におこなえることを示した。
部材長を完全に一様化するという制約条件は大変厳しいものであり，解析モデルや境界条件，節点の不動条件によっ
ては部材長一様解が存在しないことがある。そのような場合においても，部材長の平均部材長からの差の �乗和を目
的関数として最小化することによって，可能な限り部材長の一様化された形状を得ることができることを示した�
�。
部材長の平均部材長からの差の �乗和という指標は，部材長の一様性を評価するものであると同時に，�� �� � 全方向
に形状修正をおこなったときに生じる非現実的な解を抑制する働きも持っており，非常に利用価値の高いものである。
三角形グリッドで構成されるラチスシェルにおいては，部材角が �
度に限定されるためジョイントの均一化が図れる
というメリットがある反面，形成可能な形状は極めて限定的であるが，部材を適切にグルーピングし，部材グループ
ごとに部材長を一様化することで，制御点座標を設計変数として，高い剛性を保ったまま部材グループごとに完全に
一様化できることを示した���。本手法により部材長を一様化することで，施工管理が容易になり，解析モデルによっ
ては部材角を制限することも可能であり，施工性の向上が期待できると考えられる。

最後に，本研究で明らかとなった，問題点及び今後の展望について言及する。まず，本論文はタイトルの通り，建
築構造物に求められる多様な要求を満足する設計手法の確立に向けて，特に建築形態と力学形態に強い相関を有する
シェル構造物を対象として，幾何学的制約を考慮する形状最適化手法の開発に重点を置いた。そのため，力学的性能
の評価指標としては，既往の研究でもよく用いられているひずみエネルギーを採用したが，その他の力学的性能評価
指標の導入が考えられる。例えば，筆者は自身の卒業論文において形状初期不整による座屈耐力の低下現象を考慮す
ることを狙い，構造安定性の評価指標として7�座屈荷重係数を採用した�	�が，そういったひずみエネルギー以外の
力学的評価指標の導入が考えられるであろう。また，本論文は非力学的側面の考察に力点を置いたため，外力は自重
のみを考慮していたが，地震荷重のように，実際的な荷重の導入も必要である。これらは本研究の単純な拡張であり，
容易に実現可能であると考えられる。また，連続体シェルの形状最適化における，設計変数の拡張が考えられる。本
論文では，ベジエ曲面の制御点 � 座標を設計変数とした形状最適化問題として非力学的性能を考慮した最適化問題を
定式化し，シェルの板厚は定数として取り扱っていたが，既往の研究���にあるように，形状に加え，板厚分布やトポ
ロジーを同時に最適化するような問題に非力学的性能の評価指標を導入することも考えられる。近年では機械工学の
分野でレベルセット法に基づく非常に強力なトポロジー最適化手法の研究が成果を挙げており���，これらの技術の建
築への応用，ならびに本研究の形状最適化手法への適用も待たれるところである。ラチスシェルの形状最適化問題に
ついては，本研究で取り扱った，幾何学的特性と施工性という �つの非力学的性能を同時に考慮した形状最適化問題
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も考えられる。問題の複雑化を避けるため本論文では取り扱わなかったが，施工性の評価指標として部材長の一様性
を取り入れた形状最適化問題において，比較的形状表現の自由度の高かった，四角形グリッドや六角形グリッドで形
成されるラチスシェルに対して，代数不変量制約を部材長一様制約に加えて導入することも可能であろう。また，ラ
チスシェルの場合，接合部の剛性，耐力がシェル全体の体力に及ぼす影響は少なくない。本研究では，接合部は剛接
合と仮定して最適化をおこなっているが，ジョイントの種類や接合方法によってその回転剛性や接合部耐力は様々で
あり，それらの内容を最適設計問題に取り入れることも必要である。ラチスシェルについても，連続体シェルの場合
と同様，断面は一定とし，形状のみを最適化の対象としていたが，形状に加え，断面やトポロジーを同時に最適化す
るような問題も考えられる。ただし，連続体シェルと異なり，ラチスシェルは，一般には規格化された断面リストの
中から適切なものを選ぶという離散変数問題となるので，遺伝的アルゴリズムをはじめとした発見的手法の導入が必
要であろう。
本論文で示した一連の研究成果は，外力は自重のみ，力学的指標はひずみエネルギーのみという力学的には基礎的

な問題を扱っている。従って，実務設計レベルで本手法を適用するには，より複雑な問題設定が必要である。研究と
実務設計との距離を近づけていくことが今後の課題となるであろう。
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付録 �

三角形平面シェル要素のマトリクス詳細

三角形平面シェル要素による各種マトリクスの詳細を示す。面内変形要素には定ひずみ三角形要素を，面外変形要
素には M!+$%!+/!(�らの非適合三角形要素を採用する。第 ���節では，三角形平面シェル要素の要素剛性マトリクス
を導出するとともに，三角形平面シェル要素に対する座標変換マトリクスを定式化する。第 ���節では，感度解析を
行う際に必要となる，第 ���節で定式化される各種マトリクスの節点 � 座標による微分を導出する。

��� 三角形平面シェル要素
����� 面内変形要素

要素内任意点におけるシェル中央面の面内変位 �� G �$� %�を，要素節点変位 ��� G �$�� %�� �� G �� �� ��を用いて
次式により仮定する。

$ G

��
���

4�$�� % G

��
���

4�%� �����

ここに，4� �� G �� �� ��は三角形の面積座標に対応しており，次式で表される。

4� G
	� H 
��H #��

�K
�����

	� G ���� � ���� � 
� G �� � ��� #� G �� � �� � K G
�

�
0+,

******
� �� ��
� �� ��
� �� ��

****** �����

ただし，��� �� ��は ��� �� ��の巡回置換を表し，��� ��� �� はそれぞれ要素頂点の �� �� � 座標を表す。
シェル中央面の面内ひずみ 3�� 3�� 3�� は，次式で表される。

3� G
�$

��
� 3� G

�%

��
� 3�� G

�$
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�%
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�����

式 �����で定義された変位を上式に代入すると，シェル中央面のひずみは，節点変位の線形関数として次式のように
表現される。
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ここに，
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である。
膜応力 �合応力�)�� )�� )�� は，次式によって表される。

�� G ���� �����

�� G E)� )� )��F
�� �� G

�

�� 6�



�� 6 

6 � 


 
 ��� 6�(�

�
� �����

式 �����，�����を用いて仮想仕事の原理を適用すると，最終的に次の剛性マトリクスが得られる。

�� G

��
��

� ��������� ���	�

ここに �は要素の厚さである。
応力=ひずみマトリクス� およびひずみ=変位マトリクス� は要素内で一定であるので，要素の厚さを一定とすれ

ば，式 ���	�の剛性マトリクス �� は次式で表される。

�� G ��
� �����K ����
�

����� 面外変形要素

要素内任意点におけるシェル中央面のたわみ� を次式により仮定する。
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ここに，
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ただし，��� �� ��は ��� �� ��の巡回置換を表す。
シェル中央面における曲率 !�� !� およびねじれ率 !�� は次式で定義される。

!� G ����

���
� !� G ����

���
� !�� G �� ���

����
������

式 ������で定義された変位を上式に代入すると，シェル中央面の曲率とねじれ率は，要素節点変位の線形関数と
して次式のように表現される。
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��� の各成分の
��)
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ここで，��� �� ��は ��� �� ��の巡回置換である。
曲げモーメント����� およびねじりモーメント��� は，次式によって表される。
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式 ������，������を用いて仮想仕事の原理を適用すると，最終的に次の剛性マトリクスが得られる。

�� G
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� �������� ����
�

�次の 6#)11型数値積分を適用すると式 ����
�の剛性マトリクス �� は次のようになる。

�� G
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� �4��� 4��� 4��������4��� 4��� 4���K ������

分点と係数は表 ���のとおりである。



��� 付録 � 三角形平面シェル要素のマトリクス詳細

表 )�� �次の *�"��型数値積分の分点・係数
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 �

����� 三角形平面シェル要素

数値計算上の不安定性を避けるため，面内の回転変位 �� に対して次のような剛性を付加する。

�
 G 
1
���K
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上述した面内変形要素，面外変形要素および面内ねじり要素の各剛性マトリクスをともに � 節点につき
$�� %�� ��� ���� ���� ��� の � 成分をもつ剛性マトリクスに拡張して，各変位成分に対応した剛性マトリクスの係数
を重ね合わせ，��行 ��列の要素剛性マトリクス �を作成する。
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図 )�� 平面シェル要素
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図 )�� 全体座標系と要素座標系

����� 座標変換マトリクス

全体座標系における節点 � �� G �� �� �� の節点座標ベクトルを J�� G EJ�� J�� J��F
� のように表すものとする。節点 �を

要素座標系の原点にとり，節点 ���の方向を � 軸とする。要素面内で � 軸と垂直に � 軸を定め，�� � 軸と右手系を
なすように � 軸を定める。座標変換マトリクス�をつぎのように表す。
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この時，たとえば全体座標系の要素剛性マトリクス J� と要素座標系での要素剛性マトリクス � の関係は次のように
表せる。
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� の各成分を具体的に書き表せば，
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G
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 � G  � 
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����� 要素座標系における節点座標

要素座標系における節点座標は次式により表される。

�� G  �� �J�� � J��� � �� G  �� �J�� � J��� � �� G 
 �� G �� �� �� ������

����� 等価節点力ベクトル 
自重�

要素の単位面積あたりの重量を  とする。要素座標系における分布荷重 ��4�� 4�� 4�� G E �  �  �F
� は次式によっ

て表される。
� G �J�� J� G E
 
  F� ������
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要素中立面の任意位置における変位を ��4�� 4�� 4�� G E$ % �F� と表すと外力仕事8 は次式により表せる。
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ここで，�は � G E$� %� �� ��� ��� ��� � � � $� %� �� ��� ��� ���Fを用いて次式のように表せる。
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上式を用いると，外力仕事は次のように表される。
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したがって，上式と外力仕事が等価となる節点外力 J" は次式のように表すことができる。

J" G ��
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上式の積分には，剛性マトリクスと同様に �次の 6#)11型数値積分を適用すると次式となる。
��

!����� G
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��4��� 4��� 4���K ������

分点と係数は表 ���のとおりである。

��� 各種マトリクスの微分
����� 要素面積の微分

要素の法線ベクトル �単位ベクトルではない�は次のように表される。

� G �J�� � J���
 �J�� � J��� ������

上式で表される法線ベクトルの節点 � 座標に関する微分は次のようになる。
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三角形要素の表面積は式 ������で表される法線ベクトルを用いて次のようにかける。
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上式で表される要素表面積の節点 � 座標に関する微分は次のようになる。
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��� 各種マトリクスの微分 ���

����� 座標変換マトリクスと要素座標系における節点座標の微分

式 ������で表される座標変換マトリクス�の節点 � 座標に関する微分は次のようになる。
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したがって，座標変換マトリクス � の節点 � 座標に関する微分は次のようになる。
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要素座標系における節点座標の節点 � 座標に関する微分は次式により与えられる。
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����� 面内変形要素剛性マトリクスの微分

式 ����
�で定式化される面内変形要素剛性マトリクス �� の節点 � 座標に関する微分は次式により与えられる。
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ただし，

���

�J��
G



��������

�4��

�J��



�4��

�J��



�4��

�J��





�4��

�J��



�4��

�J��



�4��

�J��
�4��

�J��

�4��

�J��

�4��

�J��

�4��

�J��

�4��

�J��

�4��

�J��

�
��������

������

�4��

�J��
G

�

�K�

%
�
�
�J��
K� 
�

�K

�J��

&
�

�4��

�J��
G

�

�K�

%
�#�
�J��
K� #�

�K

�J��

&
������

�
�
�J��

G
���
�J��

� ���
�J��

�
�#�
�J��

G
���
�J��

� ���
�J��

������

��� �� ��は ��� �� ��の巡回置換を表す。

����� 面外変形要素剛性マトリクスの微分

式 ������で定式化される面外変形要素剛性マトリクス �� の節点 � 座標に関する微分は次式により与えられる。
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����� 三角形シェル要素剛性マトリクスの微分

式 ������ で定式化される面内ねじり要素剛性マトリクスの �
 の節点 � 座標に関する微分は次式により与えら
れる。

��


�J��
G 
1
���

�K

�J��



� � �
1� �
1�
�
1� � �
1�
�
1� �
1� �

�
� ������

第 �����節同様，上述した面内変形要素，面外変形要素および面内ねじり要素の各剛性マトリクスの節点 � 座標に
関する微分を重ね合わせ，��行 ��列の要素剛性マトリクスの節点 � 座標に関する微分 ��(�J�� を作成する。全体座
標系で表される剛性マトリクスの微分 �J�(�J�� は次式で表される。

�J�

�J��
G

���

�J��
�� H �� ��

�J��
� H ���

��

�J��
������

����� 等価節点力ベクトルの微分

式 ������で定式化された等価節点力ベクトル J" の節点 � 座標に関する微分は次式となる。

� J"

�J��
G

���

�J��

��
!������J� H �� �

�J��

%��
!�����

&
�J� H ��

��
!�����

��

�J��
J� ������

また，形状関数の積分の微分は次式で与えられる。

�

�J��

%��
!�����

&
G

	�
���

��

�!�

�J��
KH

	�
���

��!
� �K

�J��
������

形状関数の微分は次式により表される。

�!

�J��
G

�
�!�
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�J��
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ここに，
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��� �� ��は ��� �� ��の巡回置換を表す。
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付録 	

三次元梁要素のマトリクス詳細

三次元梁要素による各種マトリクスの詳細を示す。曲げ要素においてせん断は考慮せず，ねじり要素には �#!$,=

<+$#$,の一様ねじり要素を採用する。第 ���節では，三次元梁要素の要素剛性マトリクスを導出するとともに，三
次元梁要素に対する座標変換マトリクスを定式化する。第 ���節では，感度解析を行う際に必要となる，第 ���節で
定式化される各種マトリクスの節点 � 座標による微分を導出する。

��� 三次元梁要素
����� 三次元梁要素

要素両端の節点変位を次式で表す。

� G
 

$�� %�� ��
� ��� ��� ��� $�� %�� ��

� ��� ��� ���
!�

�����

�節点につき $�� %�� ��� ���� ���� ��� の �成分を持つ ��行 ��列の要素剛性マトリクス �は次式であらわされる。
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/

��� G ���,�
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/
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ここに，/は，はり要素の長さ，��9�
� ,� � ,��: はそれぞれヤング係数，せん断弾性係数，断面積，部材 �� � 軸回
り断面 �次モーメント，ねじり定数である �全体座標系と部材 �局所�座標系の取り方については図 ���と同様�。
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����� 要素両端の断面力

要素両端の断面力 " は変位 �と行列#を用いて次式で計算される。

" G #�� �����

ここに，
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����� 座標変換マトリクス

全体座標系における節点 � �� G �� ��の節点座標ベクトルを J�� G EJ�� J�� J��F
� のように表すものとする。節点 �を要

素座標系の原点にとり，節点 �から要素の材軸方向 �節点 ���の方向�を �軸とする。�� � 軸の方向については後述
する。座標変換マトリクス�を次のように表す。

� G



�/� +� ��
/� +� ��
/� +� ��

�
� G



����
���
���

�
� �����

この時，たとえば全体座標系の要素剛性マトリクス J�と要素座標系での要素剛性マトリクス �の関係は次のように表
せる。

J� G ���� � � G
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ここで，�の各成分は局所座標系の全体座標系への方向余弦であり，次のように定義される。

■�軸方向の方向余弦 要素の材軸方向である �軸方向の方向余弦は次式であらわされる。

/� G �J�� � J���(/� +� G �J�� � J���(/� �� G �J�� � J���(/
ただし，/ G ��J�� � J���� ���	�



��� 三次元梁要素 ���

■�"� 軸方向の方向余弦 ��� 軸方向は，コードアングル �断面の回転角�を定義することによって与える。以下その
方法について示す。

��� 部材 �軸が全体 J� 軸と平行でない場合 部材の �軸に垂直な平面 �を考え，その平面 �上で，J�J� 平面に平行な
�� 軸を考え，つぎに，部材 �軸および �� 軸と右手の関係をなす �� 軸を考える。ここに，�� 軸の正方向は，��

軸の正方向が全体 � 座標値が増大する方向を向くように定める。そして，平面 �上で，�� 軸から部材 � 軸へ
測った角をコードアングル �とする。ただし，この角度は，部材 �軸まわりに右ねじ方向を正のコードアング
ルとする。

図 +�� 部材 �軸が全体 !� 軸と平行でない場合のコードアングル �

��� 部材 �軸が全体 J� 軸と平行な場合 全体 J�軸から部材 � 軸へ測った角をコードアングル �とする。ただし，部材
�軸まわりに右ねじの方向を正のコードアングルとする。

図 +�� 部材 �軸が全体 � 軸と平行な場合のコードアングル �

なお，一般的な建築構造物の場合，特別な場合を除いて，部材 � 軸は全体 J�J� 平面と平行であるので，コードアング
ルはほとんどの場合 
となる。
以上の �#���-� の場合についての方向余弦の計算法を示す。まず，�#�の場合は，�� 軸は部材 � 軸に直交し，また

J�J� 平面に平行であるから全体 J� 軸に対しても直交する。したがって，部材 �軸方向の単位ベクトルを ��，全体 J� 軸
方向の単位ベクトルを ��� とすると，�� 軸方向の単位ベクトル ��� は，�� 
 ��� に比例する。すなわち，
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とすると，
/�� G

�+�)
/�� H+�

�

� +�� G
�/�)
/�� H+�

�

� ��� G 
 �復号同順� ������

複合のいずれをとるかは �� 軸によって決まる。
�� 軸方向の単位ベクトル ��� は，�� および ��� と右手系の関係をなすことから，

��� G

��
	

/��

+��

���


�
� G �� 
 ��� ������

であるから，これを計算すると次式となる。

/�� G +���� � +�� G ��/�� � /���� � ��� G /�+�� �+�/�� ������

ここで，�� 軸の正の方向は，全体 J� 座標値が増大する方向に正にとるので，

(&1���� � ��� G ��� & 
 ������

となる必要がある。��� を式 ������と式 ������を用いて計算すると，

��� G �
)

/�� H+�
� ������

となるので，��� & 
となるためには，複号の前者の方を採用しなければならない。
以上より，����� の方向余弦は次のようになる。
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部材 � 軸方向の単位ベクトル ��，部材 � 軸方向の単位ベクトル �� と ��� ���� との関係は，コードアングル � を用
いて，

�� G ��� (&1 � H ��� 1!$ �

�� G ���� 1!$ � H ��� (&1 �
������

と表わされる。したがって，
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一方，�-�の場合は，�� 軸を全体 J�軸と一致させることになるから，部材 �� 軸は，
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上式を式 ������に代入すると，
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����� 要素座標系における節点座標

要素座標系における節点座標は次式により表される。

�� G ��� �J�� � J��� � �� G ��� �J�� � J��� � �� G 
 �� G �� �� ������

����� 等価節点力ベクトル 
自重�

要素の単位長さあたりの重量を  とする。要素座標系における分布荷重 � G E �  �  � F
� は次式によって表される。

� G �J�� J� G E
 
  F� ������

要素断面の図心軸上の任意点における変位を � G E$� %� ��F� と表すと外力仕事8 は次式により表せる。
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ここで �は式 �

�より次のように表せる。
� G!� ������

ここに，
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上式を用いると，外力仕事は次のように表される。

8 G
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����� G ��

�
!����J� G J����
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!����J� ������

したがって，上式と外力仕事が等価となる節点外力 J" は次式のように表すことができる。

J" G ��

�
!����J� ������

ここで，上式の積分は次のように陽に計算できる。
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これより， J" ば次のようになる。
J" G ��" ����	�

ここに，
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��� 三次元梁要素の各種マトリックスの節点 � 座標に関する微分
����� 要素長さの微分

梁要素の要素長さの節点 � 座標に関する微分は次式で表される。

�/

�J��
G
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J�� � J��
/

�/ G ��

� J�� � J��
/

�/ G ��
������

����� 座標変換マトリクスの微分

本論文で扱うモデルはコードアングルはすべて 
であるので，定式化の簡単のため，� G 
とする。式 �����で示
される座標変換マトリックスの�の節点 � 座標に関する微分は次のようになる。
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�#�のとき，
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一方，�-�のとき，
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したがって座標変換マトリックス �� の節点 � 座標に関する微分は次のようになる。
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��� 付録 � 三次元梁要素のマトリクス詳細

����� 要素座標系における剛性マトリクスの微分

要素剛性マトリックスの微分に際しては，式 ����� の成分のうち，式 ����� に示した ���，���，���，���，���，
���，���，��� の合計 �成分の微分が得られれば良い。それぞれの微分は次式で計算される。
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��� 三次元梁要素の各種マトリックスの節点 � 座標に関する微分 ���

したがって，式 �����で定義される要素座標系における剛性マトリックスの微分は次のようになる。
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����� 三次元梁要素の剛性マトリクスの微分

全体座標系で表される剛性マトリックスの微分 �J�

�J��
は次式で表される。
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����� 等価節点力ベクトルの微分

式 ����	�で定義される等価節点力ベクトル J" の節点 � 座標に関する微分は次のようになる。
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��� 付録 � 三次元梁要素のマトリクス詳細

ここで，要素座標系における等価節点力ベクトル " の微分は次式で与えられる。
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各種マトリクスの節点 �� � 座標に関する微分についても � 座標の場合と同様に導出できる。
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付録 


ベジエ曲面による形状表現

本論では，ベジエ曲面でシェルの形状を表現する。本節では，ベジエ曲線・曲面の定義について述べる。

��� ベジエ曲線
�!+..+ �N+�!+.は，切断べき関数の問題点を解決するためベジエ曲線を提案した。�!+..+ �N+�!+.により導かれた基

底関数は，その後の研究で �&..+1,��� および 6&.0&$と 7!+1+$>+"0��� によって，バーンスタイン基底関数であるこ
とが示されている���。ベジエ曲線あるいは曲面は，端部を除き，データ点を通らない。データ点は各小区間を形作る
結び目である節点とはならず，曲線，曲面の形状を制御する結合係数として利用されるその性質から，このような性
質を持つデータ点のことを一般に制御点と呼び，その集合を制御ネットと呼ぶ。本節では，�次元空間におけるベジ
エ曲線について述べる。

����� ベジエ曲線の構成

ベジエ曲線は，バーンスタイン基底関数と制御ネットにより決定される。
�次元空間座標はそれぞれパラメータ � � E
� �Fを介して表される。

� G ����

� G ����
�����

�次のバーンスタイン基底関数は次式で定義される��。

�	�� G
�L

�L��� ��L
����� ��	�� �� G 
� � � � � �� �����

また，�	�� は，ド・カステリョのアルゴリズムと呼ばれる次の再帰的表現を用い，� G 
の場合から順に導くこと
もできる。

�	�� G ��� ���	������� H ��	���������

���� G �

�	�� G 
 �� ' 
または � & �のとき�
�����

例えば，�次のバーンスタイン基底関数���� は次のようになる。

������� G ��� ��� ������� G ����� ���

������� G ��
���� �� ������� G ��

�����

�� �
 � �� � �とする。



��
 付録 � ベジエ曲面による形状表現

�次のバーンスタイン基底関数を図 ���に示す。また，�次のベジエ曲線の例を図 ���に示す。図 ���で塗りつぶし
た部分のように，制御点を含む最小の凸多角形を凸包と呼ぶ。

�	�� を用いて，�次のベジエ曲線 $	���は次式で定義される。

$	��� G

	�
���

���	�����

$	��� G E����� ����F
�� �� G E ����  ���F

�

�����

ここで，�� は制御ネットの �番目の制御点座標ベクトルである。このように，�次のベジエ曲線は �H �個の制御点
で構成される制御ネットにより定義され，その基底関数は �の �次多項式である。
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図 
�� �次のバーンスタイン基底関数 図 
�� �次のベジエ曲線と凸包

式 �����から明らかなように，バーンスタイン基底関数は，� G 
では �	�� のみ �で他は 
である。また，� G �

では �	�	 のみ �で他は 
である。したがって式 �����より，� G 
および � G �の端点におけるベジエ曲線はそれぞ
れ制御点 ��，�	 に一致することが分かる。
また，式 �����から，

	�
���

�	����� G � �����

となることも容易に確かめられる。

����� ベジエ曲線の性質

ベジエ曲面の性質をまとめると，次のようになる。

������� アフィン不変性
平行移動と回転を合成した変換

� G 
�H 
 �����

をアフィン変換と呼ぶ。ベジエ曲線のアフィン変換は次式で表わされる。

�$	��� H % G �

	�
���

���
	
� ��� H % �����



��� ベジエ曲面 ���

一方，制御点のアフィン変換は次式で表わされる。

��� H % ���	�

ここで，式 �����を考慮すれば次式が成り立つ。

�$	��� H % G

	�
���

���� H %��	
� ��� ����
�

以上より，ベジエ曲線をアフィン変換した結果は，制御点をアフィン変換してからベジエ曲線を描いたものに等しい。
このように，ベジエ曲線はアフィン変換に対して不変であり，この性質をアフィン不変性と呼ぶ。

������� 凸包性
� � E
� �Fにおいて，ベジエ曲線は必ず制御点が構成する凸包内に存在する。この性質は凸包性と呼ばれ，� � E
� �F

においてバーンスタイン基底関数が非負であることおよび式 �����から導かれる。この性質により，曲線の大まかな
形状を制御点の位置から予測することができる。

������� 端点一致
�����節で述べた通り，ベジエ曲線は �� と �	 を通過し，$	�
� G ��，$	��� G �	 である。これは，次式より明

らかである。
�	���
� G � �	���
� G 
 �� 
G 
�
�	�	��� G � �	����� G 
 �� 
G 
� ������

������� 対称性
恒等式

�	����� G �	�	����� �� ������

より，次式のように，制御点の順序が異なる曲線は同じである。
	�
���

���	����� G

	�
���

�	���	����� �� ������

������� その他の性質
そのほか，ベジエ曲線の主な性質には以下のものがある。

次数と制御点数 ベジエ曲線の次数は，制御点の数より �つ少ないものとなる。
変動減少性 曲線は制御点列の形状を滑らかにした形状となり，その変動は，制御点の変動より小さい。
直線再現性 制御点を直線状に配置すると直線になる。
疑似局所制御性 制御点 �を動かした時，その影響はパラメータ値 �(�付近で最大になるため，曲線の変化が予想で

きる。

��� ベジエ曲面
ここでは，ベジエ曲線を �次元空間内に拡張し，�次元空間内の制御点により構成される曲面について考える。そ

のためにまず，パラメータ �のほかに新たに �を導入する。�次元空間座標 E�� �� �F� はそれぞれ �つのパラメータ



��� 付録 � ベジエ曲面による形状表現

図 
�� �次のテンソル積ベジエ曲面の例 図 
�� �次の三角形パッチベジエ曲面の例

�� � � E
� �Fを使って表わされる。
� G ���� ��

� G ���� ��

� G ���� ��

������

����� テンソル積ベジエ曲面

パラメータ表現による �次元空間座標 E���� ��� ���� ��� ���� ��F� は曲線からの拡張として，�� �をそれぞれ変数とす
るバーンスタイン基底関数の積として表すことができる。

�	�
��� �� G

	�
���


�
���

����	������
�����

�	�
��� �� G ��� �� ��
�� ��� G E ���� �  ���� �  ���� F

�

������

ここで，��� G E ���� �  ���� �  ���� F
� は制御点座標，�	�����，�
�����は，パラメータ �，�方向のバーンスタイン基底

関数である。�，+は �	�����，�
�����それぞれの次数であり，�H�，+H�は �本の �曲線，�曲線をつくる制御
点の個数に等しい。
このようにして表現される曲面を，テンソル積ベジエ曲面と呼ぶ。
制御点は �，�それぞれの方向に同数の制御点を持たなければならないが，� G +である必要はない。また，�，�

のいずれかを一定とすると，曲面上の曲線が得られ，それらは �次元空間上に位置するベジエ曲線となる。したがっ
て，境界曲線はベジエ曲線である。� G + G �のときのテンソル積ベジエ曲面の例を図���に示す。

����� 三角形パッチベジエ曲面

テンソル積ベジエ曲面により，ほとんどの構造物の形状は十分な精度で表現することができる。しかしながら，例
えば曲面の形状が扇形の場合など，上記のテンソル積ベジエ曲面では表現しにくい曲面も存在する。そのような場合，
三角形パッチベジエ曲面が有効である��
 ���。�次の三角形パッチベジエ曲面は、制御点 ������H � H � G ��により
定義され，図 ���のような三角形状の制御ネットを形成する。



��� ベジエ曲面の制御点と有限要素の節点との関係 ���

��	�

��	��� ��	���

��	��� ��	��� ��	���

��	��� ��	��� ��	��� ��	���

� �
�

� �
� ���

� � �
� � �

���	 ���	�� � � � � � � �	���� �	��

図 
�� 三角形制御ネット

�次ベジエ三角形パッチにより形成される曲面上の任意の点�	は，パラメータ $� %� � � E
� �F�$H %H� G ����が
与えられた時，�変数のバースタイン基底関数��

�	�����$� %� �� G
�L

�L�L�L
$�%��� ������

を導入することで，次式により求めることができる��。

�	�$� %� �� G
�

������	

�����	�����$� %� ��� ��� �� � G 
� �� � � � � �� ������

三角形パッチベジエ曲面は，制御ネットが三角形状となることが前提であるので，$，%，� それぞれの方向に同数
の制御点を持ち，かつその数が �方向すべて等しくなければならない。� G �のときの三角形パッチベジエ曲面の例
を図 ���に示す。なお，以降本論文では，� G �� $� %，� G �� �� � より，$� % および �� � をそれぞれ独立変数
とみなし，式 ������および式 ������を次式により記述することとする。

�	����$� %� G
�L

�L�L��� �� ��L
$�%���� $� %�	���� ������

�	�$� %� G

	�
���

	���
���

����	����$� %�� ��� � G 
� �� � � � � �� �H � 	 �� ����	�

����� ベジエ曲面の性質

ベジエ曲面は，ベジエ曲線を �次元空間に拡張したものであるので，�����項に示したベジエ曲線の性質と同一の
性質を有する。

��� ベジエ曲面の制御点と有限要素の節点との関係
本研究では，ベジエ曲面で曲面形状を表現した上で，曲面を離散化して，最適化計算の各ステップにおいて有限要

素法による線形弾性解析を行う。離散化された曲面の節点座標は制御点座標の関数として表現されるため，有限要素
法により算定される曲面の応力は制御点座標の関数として扱うことができる。
本節では，曲面を離散化し，有限要素メッシュ分割された際の節点座標とベジエ曲面の制御点座標との関係につい

て詳細を述べる。

�� �
 	 
 
 � �となるようなパラメトリック座標 � � ��� 	� 
�� のことを一般に重心座標と呼ぶ。
�� �
 � �� � �とする。
��

�
�������

は，�
 � 
 
 � �となるすべての組み合わせについて和をとることを意味するものとする。
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����� テンソル積ベジエ曲面の制御点と有限要素の節点との関係

曲面上の位置を定めるパラメータを �� � � E
� �Fとする。曲面形状を定義するテンソル積ベジエ曲面の制御点を �本
の �曲線および �曲線上にそれぞれ , H�個，- H�個配置し，全体として) G �, H��
 �- H��個網状に配置する
ものとする。曲面の任意点における通常 �次元座標での位置ベクトルを ������� �� G E���� ��� ���� ��� ���� ��F

�，各制
御点での通常 �次元座標での位置ベクトルを ��� G E ���� �  ���� �  ���� F

�
�� G 
� �� � � � � ,� �� G 
� �� � � � � -�と表す。こ

のとき，曲面上の任意の点の位置ベクトル������� ��は式 ������より次のようにかける。

������� �� G

��
���

��
���

����������������� ����
�

今，有限要素法における要素分割において，式 ����
�の曲面を，�，�方向にそれぞれ , � 個，- � 個に分割し，全体
として � G �, � H ��
 �- � H ��個網状に節点を配置するものとする。通常 �次元座標での節点座標ベクトルを次のよ
うにおく。

�� G E����� ���� � � � � ����� ����� � � � � ����� � ���� � � � � ����� � ����F�

�� G E����� ���� � � � � ����� ����� � � � � ����� � ���� � � � � ����� � ����F�

�� G E����� ���� � � � � ����� ����� � � � � ����� � ���� � � � � ����� � ����F�
������

制御点座標ベクトルを次のようにおく。

�� G E ����� � � � �  ���� � � � � �  ����� � � � �  ���� F�

�� G E ����� � � � �  ���� � � � � �  ����� � � � �  ���� F�

�� G E ����� � � � �  ���� � � � � �  ����� � � � �  ���� F�
������

このとき，通常 �次元座標の節点座標と制御点座標の関係式は次のようにかける。

���� � ��� G

��
���

��
���

 ��������������������

����� ��� G
��

���

��
���

 ��������������������

����� ��� G

��
���

��
���

 ��������������������

�� G 
� �� � � � � , �� �/ G 
� �� � � � � - �� ������

マトリクスの形で書くと次式のように表される。

�� G I���

�� G I���

�� G I���

������



��� ベジエ曲面の制御点と有限要素の節点との関係 ���

ただし

I� G



���������������������

���������������� � � � ������������ ���� � � � ���������������� � � � ������������ ����
���

���
���

���
���

���
���

���
����������������� � � � ����������������� � � � ����������������� � � � �����������������

���
���

���
���

���
���

���
���

����������������� � � � ������������� ���� � � � ����������������� � � � �����������������
���

���
���

���
���

���
���

���
������������������ � � � ������������� ����� � � � ������������������ � � � ������������� �����

�
���������������������

������

式 ������を �つにまとめると次のようにかける。

�������� ��� G

��
���

��
���

������������������� �� G 
� �� � � � � , �� �/ G 
� �� � � � � - �� ������

節点位置ベクトルを � G
 
��� ��� ���

!�，制御点位置ベクトルを � G
 
��� ��� ���

!� すれば，上式は次のようにマト
リクスの形で表される。

� G �� ������

ただし

� G



� I� �

I�

� I�

�
� ������

ここで � の次元は ��
 �) であり，通常正方行列ではなく，節点数 �の方が制御点数 ) よりも大きいので縦長
マトリクスとなる。したがって，制御点位置ベクトルが決まると節点位置ベクトルは従属的に決定されることになる
一方，節点位置ベクトルと制御点位置ベクトルは多対多対応となっており，節点位置ベクトルに関与する制御点位置
ベクトルは一般に複数個存在するが，その影響度は �����項で示した疑似局所制御性に従う。

����� 三角形パッチベジエ曲面の制御点と有限要素の節点との関係

曲面上の位置を定めるパラメータを $� % � E
� �F �$ H % 	 �� とする。曲面形状を定義する三角形パッチベジ

エ曲面の制御点を � 本の $ 曲線および % 曲線上にそれぞれ , H � 個配置し，全体として ) G
�, H ��
 �, H ��

�
個三角形の網目状に配置するものとする。曲面の任意点における通常 � 次元座標での位置ベクトルを ���$� %� G

E��$� %�� ��$� %�� ��$� %�F
�，各制御点での通常 � 次元座標での位置ベクトルを ��� G E ���� �  ���� �  ���� F

�
��� � G


� � � � � ,� � H � 	 ,� と表す。このとき，曲面上の任意の点の位置ベクトル ���$� %� は式 ������より次のようにか
ける。

���$� %� G

��
���

����
���

���������$� %� ����	�

今，有限要素法における要素分割において，式 ����
�の曲面を，$，% 方向にそれぞれ , � 個に分割し，全体として

� G
�, � H ��
 �, � H ��

�
個三角形の網目状に節点を配置するものとする。通常 �次元座標での節点座標ベクトルを次



��� 付録 � ベジエ曲面による形状表現

のようにおく。

�� G E��$�� %��� � � � � ��$�� � %��� ��$�� %��� � � � � ��$����� %��� � � � � ��$�� %���F�

�� G E��$�� %��� � � � � ��$�� � %��� ��$�� %��� � � � � ��$����� %��� � � � � ��$�� %���F�

�� G E��$�� %��� � � � � ��$�� � %��� ��$�� %��� � � � � ��$����� %��� � � � � ��$�� %���F�
����
�

制御点座標ベクトルを次のようにおく。

�� G E ����� � � � �  �����  ����� � � � �  ������� � � � �  ���� F�

�� G E ����� � � � �  �����  ����� � � � �  ������� � � � �  ���� F�

�� G E ����� � � � �  �����  ����� � � � �  ������� � � � �  ���� F�
������

このとき，通常 �次元座標の節点座標と制御点座標の関係式は次のようにかける。

��$�� %�� G

��
���

����
���

 ����������$�� %��

��$�� %�� G

��
���

����
���

 ����������$�� %��

��$�� %�� G

��
���

����
���

 ����������$�� %��

��� � G 
� � � � � , �� �H � 	G , �� ������

マトリクスの形で書くと次式のように表される。

�� G I���

�� G I���

�� G I���

������

ただし

I� G



�������������������������

������$�� %�� � � � ������$�� %�� ������$�� %�� � � � ��������$�� %�� � � � ������$�� %��
���

���
���

���
���

���
���

���
���

���
������$�� � %�� � � � ������$�� � %�� ������$�� � %�� � � � ��������$�� � %�� � � � ������$�� � %��
������$�� %�� � � � ������$�� %�� ������$�� %�� � � � ��������$�� %�� � � � ������$�� %��

���
���

���
���

���
���

���
���

���
���

������$����� %�� � � � ������$����� %�� ������$����� %�� � � � ��������$����� %�� � � � ������$����� %��
���

���
���

���
���

���
���

���
���

���
������$�� %��� � � � ������$�� %��� ������$�� %��� � � � ��������$�� %��� � � � ������$�� %���

�
�������������������������

������

式 ������を �つにまとめると次のようにかける。

���$�� %�� G

��
���

����
���

���������$�� %�� ��� � G 
� � � � � , �� �H � 	 , �� ������



��� ベジエ曲面の制御点と有限要素の節点との関係 ���

節点位置ベクトルを � G
 
��� ��� ���

!�，制御点位置ベクトルを � G
 
��� ��� ���

!� すれば，上式は次のようにマト
リクスの形で表され，テンソル積ベジエ曲面の場合と同様の形に帰着できる。

� G �� ������

ただし

� G



� I� �

I�

� I�

�
� ������
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付録 �

最適化手法

��� 概説
本論では，曲面構造物を対象とした様々な構造最適化問題を，単一目的最適化問題として定式化し，数学的根拠に

基づく理論的手法である数理計画法によって構造形態創生を試みている。本節ではまず，単一目的最適化問題の一般
的な定義と考え方を概説する。本論で扱う単一目的最適化問題は，そのすべてが制約条件を含む制約付き単一目的最
適化問題であるが，ここではまず，より簡単な無制約単一目的最適化問題について概説したのち，その応用である制
約付き単一目的最適化問題について述べる。最後に，複数の目的関数を評価する多目的最適化問題を，単一目的最適
化手法を用いて解く手法について概説する。
本節において，便宜上 � つの � 次元ベクトル 
 G E��� ��� 1 1 1 � �	F

�，& G E��� ��� 1 1 1 � �	F
� の大小関係を表す記

号を次のように定義することとする。


 G & �� �� G �� � G �� �� 1 1 1 � �

 
G & �� �� 
G �� >&. #, "+#1, &$+ &> � � ��� �� � � � � ��

 	 & �� �� 	 �� � G �� �� 1 1 1 � �

 ' & �� �� ' �� � G �� �� 1 1 1 � �


���
��� �����

なお，以降本論文においてベクトルの大小関係を評価するときは，特に断ることなく上記の定義を活用することと
する。

��� 単一目的最適化問題
一般に非線形計画問題は，「目的関数

����� ��� � � � � �	� �����

を+個の不等式制約条件
������ ��� � � � � �	� 	 
 � G �� �� � � � �+ �����

及び /個の等式制約条件
������ ��� � � � � �	� G 
 � G �� �� � � � � / �����

のもとで最小にする解を求めよ。」という最適化問題として定式化される。目的関数を最大化する問題に対しては目的
関数に �=��をかけて目的関数を最小化する問題に変換できるため，以下では最小化問題の場合に限定して議論する。
ここで �� �� �� G �� �� � � � �+�� �� �� G �� �� � � � � /�は変数 
 G E��� ��� � � � � �	F� � *	 の全ての有限な値に対して定
義される非線形実数値関数である。なお，本論文のように工学分野の形状最適化問題を扱う場合，この変数は特に設
計変数とよばれるが。� 次元ユークリッド空間 �	 における実行可能解集合 . を *	 の閉集合とするとき，このよ
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うな非線形計画問題は次のように書き表される。

2!$!2!�+ ��
�

1)-;+(, ,&

'

�
� 	 �

��
� G �

�����

ここに

 G E��� ��� 1 1 1 � �	F

� ：� 次元設計変数ベクトル

�
� G E���
�� ���
�� 1 1 1 � �
�
�F

� ：+ 次元ベクトル制約関数
��
� G E���
�� ���
�� 1 1 1 � ���
�F

� ：/ 次元ベクトル制約関数

である。目的関数が単一であるこのような問題は，単一目的最適化問題とよばれる。

��� 大域的最適解と局所的最適解
大域的最適解

単一目的最適化問題に対して，大域的最適解と局所的最適解が定義されている。

定義 全ての 
 � . に対して，��
�� 	 ��
� となる 
� � . が存在するとき，
� を大域的最適解という。

また，特に等号を含まない条件が成立するときは，
� は強意大域的最適解と呼ばれる。

局所的最適解

大域的最適解の実行可能解解集合 . に対し，
� の 3 近傍における実行可能解集合を )�
�� 3� G

�& � . ��& � 
�� ' 3�とするとき，局所的最適解が定義できる。

定義 全ての 
 � )�
�� 3� に対して，��
�� 	 ��
� となる 
� � )�
�� 3� が存在するとき，
� を局所的最適解と
いう。

また，特に等号を含まない条件が成立するときは，
� は強意局所的最適解と呼ばれる。局所最適解の概念は近傍の概
念であるので，��
� ' ��
��となる 
が )�
�� 3�の外に存在する可能性が残されている。
単一目的最適化問題における大域的最適解及び局所的最適解の概念図を図���に示す。

��� 最適性条件
最適化問題の最適解が局所的最適解であろうと大域的最適解であろうと，制約条件のある単一目的最適化問題にお

いて，特異な場合を除いて必ず満たされていなければならない必要条件として，:#.)(5=:)5$=�)(%+.条件がある。
ここでは :#.)(5=:)5$=�)(%+.の制約想定を導入して，:#.)(5=:)5$=�)(%+.条件を示すこととする。

定義 非線形計画問題 �����の制約条件 ���
�，���
�は全て �� 級の関数であり，J
 � . とする。このとき

����J
�
�� 	 
 �� � ,�J
�，����J
�

�� G 
 � G �� �� � � � � /

を満たす零でない任意の � � *	 に対して，
	 � 	 Æで定義されたベクトル関数

'��� G ������� ������ � � � � �	����
�

が存在して



��� 最適性条件 ���

f(x)

x0 X

global optimal solution

local optimal solution

X x

f(x)

0

global optimal solution

local optimal solution

��� 最適解概念図 �%� 強意最適解概念図

図 ,�� 大域的最適解と局所的最適解

��� '�
� G J


��� '���は � G 
で微分可能で �'�
�

��
G �

��� '��� � . �すなわち ���'���� 	 
� � G �� � � � �+，���'���� G 
� � G �� � � � � /� �� � E
� ÆF
が成立するとき ���
� � G �� �� � � � �+及び ���
�� � G �� �� � � � � / は J
 � . において :#.)(5=:)5$=�)(%+.

の制約想定を満たすという。

#����$%#�$&%'��( �の必要性定理

非線形計画問題 �����において ��
�，���
�，���
�は全て �� 級の関数であり，� � . を局所最適解とする。こ
のとき，もし 
 において :#.)(5=:)5$=�)(%+.の制約想定が満たされるならば，:#.)(5=:)5$=�)(%+.条件

���
 � H�
�
 �( H���
 �) G �

���

 � 	 
� = � ���


 � G 
� = � � �� � G �� �� � � � �+
���


 � G 
� � G �� �� � � � � /
�����

を満たすようなラグランジュ乗数ベクトル( G �= �� =
 
�� � � � � = 
��，) G �> �� >

 
�� � � � � > � �� が存在する。
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ただし，���
 �，�
�
 �，���
 �は以下のように表されるものとする。

���
 � G

�
���
 �

�� �

���
 �

�� �
� � � ���
 �

�� 	

��

�
�
 � G



����������

����

 �

�� �

����

 �

�� �
� � � ��
�


 �

�� �
����


 �

�� �

����

 �

�� �

��
�

 �

�� �
���

� � �
���

����

 �

�� 	

����

 �

�� 	
� � � ��
�


 �

�� 	

�
����������

���
 � G



����������

����

 �

�� �

����

 �

�� �
� � � ����


 �

�� �
����


 �

�� �

����

 �

�� �

����

 �

�� �
���

� � �
���

����

 �

�� 	

����

 �

�� 	
� � � ����


 �

�� 	

�
����������

�����

また，=�� ���

�� G 
は，不活性な不等式制約式に対応するラグランジュ乗数が零になることを意味しており，相補

条件と呼ばれる。:#.)(5=:)5$=�)(%+.条件の幾何学的解釈を例示した図を図���に示す。

g1(x)=0

h1(x)=0

x
o

g1 x
o

h1 x
o

f xo f x

図 ,�� -��"&	.-"	�./"&0��条件の幾何学的解釈

��� 制約付き単一目的最適化手法
制約付き単一目的最適化手法には，いくつかのアルゴリズムが存在するが，本研究では制約付き単一目的最適化問

題の解法として現在最も広く一般に用いられている逐次二次計画法を適用するため，ここでは逐次二次計画法につい
てのみ述べる。

����� 逐次二次計画法

逐次二次計画法は，無制約単一目的最適化問題における準ニュートン法の原理を，制約付き単一目的最適化問題
�����に上手く組み入れることによって優れた性能の実現をねらった数値解法といえる。逐次二次計画法では非線形
計画問題を二次計画問題で近似し，反復計算によって求める解に収束させる。
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非線形計画問題 �����に対するラグランジュ関数は次のように表される。

4�
�(�)� G ��
� H (�
�
� H )���
� �����

今，非線形計画問題 �����に対して，:#.)(5=:)5$=�)(%+.の必要性定理を満足するO強意O局所的最適解 
 と対
応するラグランジュ乗数 ( � ) が存在するものとする。このとき，:#.)(5=:)5$=�)(%+.条件の等式部分よりなる
�
 �( �) �に関する ��H+H /�個の連立非線形方程式

��4�

 �( � G �

= � ���

 � G 
� � G �� �� � � �+

> ����

 � G 
� � G �� �� � � � /

���	�

の左辺の ��H+H /�
 ��H+H /�ヤコビ行列

��
 �( �) � G
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����
�

は正則となるので，式 ���	�を �
 �( �) �に関する �� H+H /�個の連立方程式とみなして �
 �( �) �の近傍で
解けば，強意局所最適解 
 と対応するラグランジュ乗数 ( �) を求めることができる。
この方程式にニュートン法を適用するために，式 ���	�を �
 �( �) �の近傍の点 �
��(��)��において線形近似

して，��4�

��(��)�� G ���
�� H�
�
��(� H���
��)� であることを考慮して整理すれば

��
��

4�
��(���
� 
�� H�
�
��(� H���
��)� G ����
��

=������

����
� 
�� H =�� ���


�� G 
� � G �� �� � � � �+
>������


����
� 
�� H >�� ���

�� G 
� � G �� �� � � � � /

������

となるので，この方程式の解を �
����(����)����とするニュートン法の修正方程式は，次のようになる。
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ここで，���	� の左辺のヤコビ行列 ��
 �( �) � は �
 �( �) � の近傍の点 �
��(��)�� で正則であるので，式
������を直接解くことにより次の点 �
����(����)����を求めることができる。しかし，このようなニュートン法
で定式化される修正方程式はヤコビ行列に含まれるヘッセ行列��

��
4�
��(��)��を毎回計算しなければならないと

いう欠点がある。そこで準ニュートン法の考えに基づいて��
��

4�
��(��)��を近似する行列を逐次生成する方法が
考えられる。さらには連立非線形方程式 ������を直接解いて次の点 �
����(����)����を求めるかわりに，より解
きやすい補助問題を導入して �
����(����)����をより容易に求めることも望まれる。
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そのために，点 
� の近傍におけるもとの非線形計画問題 �����の目的関数の �次近似式のヘシアン����
��を，
行列 *� で近似して定数項を省略して得られる �次の目的関数を，制約式の線形近似のもとで最小化するという，次
の二次計画問題を導入する。

2!$!2!�+ ���
����H
�

�
��*��

1)-;+(, ,&

�

�
�� H�
�
����≦ �

��
�� H���
���� G �

������

この問題におけるラグランジュ関数を次のように定義する。

4������� G ���
����H
�

�
��*��H ��
�
�� H ���
�
����H ���������� ������

最適解を �� とし，対応するラグランジュ乗数を �� とすれば，:#.)(5=:)5$=�)(%+.条件
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�� H*��H�
�
���� G �

$�� ���
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����
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が成立する。この式の等式部分は以下の様に表すことができる。
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ここで式 ������と式 ������を比較して

�� G 
��� � 
�� �� G (��� �G (�� �� G )��� �G )� ������

と見なせば，式 ������の*� は式 ������の��
��

4�
 �( �の役割を果たしていることが分かる。したがって*� は
もとの非線形計画問題 �����の目的関数のヘシアンの近似行列と考えるかわりに，ラグランジュ関数のヘシアンの近
似行列とみなすことができるので，*� の更新は

�� G 
��� � 
�

�� G ��4�

�������������4�


��������
������

とおいて，��6�公式

*��� G *� H
�������

�������
H

*��������*�

�����*���
����	�

を適用すれば良いことが分かる。
一般に，*� は正定であることが望ましい。更新公式において *� が正定のとき *��� が正定となるためには式

������ の ��，�� に対して ����� & 
 が成立しなければならない。しかしながら一般には成立しない。そこで式
������の �� の代わりに

J�� G ��� H ��� ��*��� ����
�

� G

��
	

� ������� � 
1������*��� のとき

1������*���

�����*��� � �������
������� ' 
1������*��� のとき
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で定義される J�� を導入して，更新公式の �� をこの J�� で置き換えることが，�� @� �� �&/+"" によって提案されて
いる。このとき *� が正定であれば，�J������ & 
であることが確かめられるので，*��� も正定になることが保証
される。

アルゴリズムの流れ
逐次二次計画法のアルゴリズムの流れを示す。

)* � � 初期点 
� と初期正定対称行列*� を選び，� G �とおく。
)* � � �次計画問題 ������を解いて探索方向 �� を求める。
)* � � 現在の点 
� において停止基準を満たせば終了。そうでなければ �次元探索問題を解き，最適ステップ幅 ��

を求め 
��� G 
� H ���� とおく。
)* � � ��6�公式により次ステップの近似行列*��� を求める。とおく。� G � H �として )* � �へ戻る。

ここで，)* � �における最適ステップ幅 �� を求めるためには，ペナルティ関数が用いられる。ペナルティの与え方
にはいくつか種類があるが，例えば次のような関数が用いられる。

? �
� G ��
� H 2

�
��

���

����
��H

�
���

2#
 �
� ���
��
�

������

ここで，2はペナルティパラメータである。2 が十分に大きいとき，? �
�を最小化することは問題 �����の :#.)(5=

:)5$=�)(%+.条件を満足する点を求めることと等価である。
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��� 多目的最適化問題と単一目的最適化問題
����� 解の概念

実行可能領域を . とする。単一目的最適化問題の式 ����� と同様に，多目的最適化問題が次のように定式化さ
れる。

2!$!2!�+ "�
�

1)-;+(, ,&

�

�
� 	 �

��
� G �

������

ここに

 G E��� ��� 1 1 1 � �	F

� ：� 次元設計変数ベクトル
"�
� G E���
�� ���
�� � � � � ���
�F� ：� 次元ベクトル目的関数

�
� G E���
�� ���
�� 1 1 1 � �
�
�F

� ：+ 次元ベクトル制約関数
��
� G E���
�� ���
�� 1 1 1 � ���
�F

� ：/ 次元ベクトル制約関数

すなわち，多目的最適化問題は，+ 個の不等式制約条件および /個の等式制約条件のもとで � 個の目的関数を同時
に最小にする � 次元の設計変数ベクトルを求める問題である。多目的最適化問題には次の �つの解の概念がある。一
般には完全最適解が存在することはごく稀で，パレート最適解群を求めることが目標となる。


������ 完全最適解
多目的最適化問題に対して，単一目的の場合の解の概念を適用すれば，完全最適解の概念が定義できる。

定義 全ての 
 � . に対して，"�
�� 	 "�
� となる 
� � . が存在するとき，
� を完全最適解という。


������ パレート最適解
複数個の目的関数を同時に最小化するという完全最適解は，目的関数が相競合する場合は，一般に存在しない。こ

のように，目的関数がベクトルであるため，多目的最適化問題は通常のスカラー値の目的関数の最適解と同様に論ず
ることはできない。その代わりに消極的な解として，ある目的関数の値を改善するためには，少なくとも他の � つの
目的関数の値を改悪せざるを得ないような解が，��	� 年 �#.+,&��� によって初めて定義され，パレート最適解 と呼
ばれている。

定義 
� � . に対して "�
� 	 "�
�� となる 
 � . が存在しないとき，
� をパレート最適解という。

パレート最適解は，M#0+5�	� によれば，他よりも劣っていない解という意味で，非劣解と呼ばれ，M+"+$��
� によ
れば，他のどの解にも支配されない解という意味で非支配解と呼ばれている。また :&&32#$1��� によれば，有効
解とも呼ばれている。
パレート最適解の定義は，次のように言い換えることもできる。

定義 全ての 
 � . に対して，もし "�
� 	 "�
�� であるならば，必ず "�
� G "�
�� となるとき，
� � . はパ
レート最適解であるという。

一般に，パレート最適解は無数に存在し，そのパレート最適解集合が形成する面のことをパレート最適フロントと
呼ぶ。


������ 弱パレート最適解
パレート最適解より若干弱い解の概念として，次の弱パレート最適解が，定義されている。
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定義 
� � . に対して "�
� ' "�
�� となる 
 � . が存在しないとき，
� を弱パレート最適解という。

多目的最適化問題に対する完全最適解，パレート最適解および弱パレート最適解の概念の理解を助けるため，� 目
的 �� G �� の場合に対するそれぞれの解を図 ��� および図 ��� に示す。ここで，? �.� G �"�
��
 � .� は，目的
関数空間における実行可能領域である。
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図 ,�� 目的関数空間

����� 制約法

多目的最適化問題は，単一目的最適化手法を用いて解くことが可能であり，これまでにいくつかの手法が提案され
ている。ここでは，パレート曲面が凸性を有せずともすべてのパレート曲面を支持することができる制約法について
述べる。
�#!2+1 ら ��� によって提案された 制約法は，2 番目の目的関数以外の目的関数には上限を設定して制約条件に変

換するというスカラー化手法である。すなわち，任意の �!�
� のみを目的関数とし，残りの � � � 個の目的関数に上
限値 3�� � G �� �� 1 1 1 � �� � 
G 2 を設定して，3 制約と呼ばれる不等式制約に変換した，次の 制約問題 ; ��!� を解く
ことによりパレート最適解を求める手法である。

2!$!2!�+
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������
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ここで，

�! G �3�� 1 1 1 � 3!��� 3!��� 1 1 1 � 3��
#

"!�
� G ����
�� 1 1 1 � �!���
�� �!���
�� 1 1 1 � ���
��
#

.!��!� G �
�"!�
� 	 �!�
�! � �! G ��!�.!��!� 
G "�

制約法の幾何学的解釈は図 ��� に示す。図からわかるように， 制約法は凸性の仮定を必要としない。�! � �! を
種々に変化させることによって全てのパレート最適解を求めることができ，凸性の仮定のない問題にも有効であるこ
とが分かる。

0 f1

f2

F(X)

ε

図 ,�� 制約法
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